
F�U�USIKA VARIATSIOONIPRINTSIIBIDJA ILMAENNUSTUSR. R~o~om,Tartu Observatoorium, T~oravere,room@aai.eeRes�umeeAtmosf�a�aris toimuvate protsesside numbrilisel modelleerimisel on keskseks probleemiksliigsete vabadusastmete k�ulmutamine. Paljulubavaks abivahendiks siin on f�u�usika vari-atsiooniprintsiipide rakendamine pidevale keskkonnale. �Uks selline meetod on v�aljat�o�otatud Tartu Observatooriumis. See on v~oimaldanud saada liigsete vabadusastmetetaliikumisv~orrandid, mis on t�apsed ja lihtsad rakendustes. Praegu on need v~orrandid evi-tamisel P~ohjamaade ilmaennustusmudeli HIRLAM mitteh�udrostaatilises versioonis.1. SissejuhatusEt atmosf�a�aril on makroskoopilisi vabadusastmeid 1015 korda rohkem kui v~oimaldabarvesse v~otta praegune arvutustehnika, on tema d�unaamika (sh. ilmaennustuse) num-brilisel modelleerimisel kogu aeg olnud keskne probleem "liigsete" vabadusastmetek�ulmutamine. Vabadusastmete k�ulmutamine k�aib kahel viisil: ilmutatult, v~orranditef�u�usikalise �ltreerimise abil ja varjatult, numbrilise diskretiseerimise rakendamisega.Need kaks viisi on lahutamatult seotud ja esinevad numbrilistes skeemides alati korraga,aga f�u�usikaline �ltreerimine on primaarne. F�u�usikaline �ltreerimine toimub v~orranditelihtsustamise kaudu ja t�ahendab kiiretest laineprotsessidest vabanemist ning aeglased�unaamika v~oimalikult moonutustevaba s�ailitamist. F�u�usikalise �ltreerimise primaarsuson ilmne sellest, et numbrilist diskretiseerimist ei saagi enne rakendada, kui d�unaamikaon eelnevalt f�u�usikaliste meetoditega silutud. F�u�usikaline �ltreerimine on olnud otseseltj�algitav numbrilise ilmaennustuse mudelite arengus: barotroopne geostroo�line mudel(oli kasutuses enne 1965. aastat) ja barokliinne kvaasigeostroo�line mudel (1960 { 1975)kasutasid v~orrandeid, kus olid �ltreeritud (eemaldatud) nii h�a�alelained kui ka ujulained,Hilisemad, h�udrostaatilistel nn. algv~orrandeil (primitive equations) rajanevad mudelid1



(kasutusel alates 1970-ndatest aastatest) ellimineerivad h�a�alelainetega seotud protses-sid, kuid j�atavad alles ujulained. Seoses numbriliste d�unaamika ja ilmaennususmudelitelahutussv~oime kasvuga on aktualiseerunud �uleminek mitteh�udrostaatilistele mudelitele.Esimesi mitteh�udrostaatilisi integreerimisskeeme on ilmaennustuses abivahendina rak-endatud alates 1985. aastast, kuid tegelikult on h�udrostaatiliselt mitteh�udrostaatiliselemudelile �uleminek ilmaennustuses alles algamas. Asi on selles, et mitteh�udrostaatilistee�ektide arvestamine muutub aktuaalseks alates v~orgusammust 10 km v~oi v�aiksem,enamikul kasutuselolevatest mudelitest on see tunduvalt suurem. Nii on Euroopa Il-makeskuse ECMWF globaalmudeli v~orgusamm 66 km, P~ohjamaade lokaalala mudeliHIRLAM samm aga on 22 km. Kuid mudelid sammuga 10 ja 5 km on mitmel pool(sealhulgas T~oraveres) juba evitamisel.Mitteh�udrostaatiliste e�ektide arvestamine muudab liigsete vabadusastmete k�ulmuta-mise ehk f�u�usikalise �ltreerimise probleemi sootuks keerulisemaks. See on ka m~oistetav:mida rohkem erinevaid e�ekte soovitakse arvestada ja f�u�usikalisi toimemehhanisme allesj�atta, seda keerulisem on vabaneda �uleliigsetest. Keerulisem mudel esitab rohkem vas-takaid n~oudmisi, millede �uheaegne rahuldamine on komplitseeritum, kui mitte sootuksv~oimatu.K�ullalt �uldise meetodi �ltreeritud v~orrandite saamiseks annab f�u�usika variatsiooniprint-siipide rakendamine. Meetodi olu on selles, et approksimeeritakse sobivalt Lagrange'i ti-hedusfunktsiooni, mille tulemusel saadakse variatsiooniprobleemi ekstreemumitingimu-sena vajalike omadustega d�unaamikav~orrandid. Meetodi eeliseks on v~oimalus kon-trollida l�ahendamise k�aigus lagran�ziaani s�ummeetriaid ja koos sellega kontrollidal�ahendatavate v~orrandite j�a�avusseadusi. See v~oimaldab juba eos v�altida empiiriliste�ltreerimisskeemide peamist puudust ja kitsakohta: kuidas saavutada, et lihtsustatudmudel haaraks olulised j�a�avusseadused. J�a�avuste olemasolu on iga pideva keskkonnamudeli esmane kvaliteedikriteerium. Seega on siin tegu meetodiga, mis garanteeribmudeli kvaliteedi a priori. Keerulisemaks �ulesandeks on variatsioonitehnika rak-endamisel aga ~oige l�ahenduse leidmine. Kuna variatsiooniprintsiipidest ei tulene apri-oorseid kriteeriume l�ahendmudeli headuse hindamiseks, on tarvis rakendada t�aiendavattestimist. 2



K�aesolevas t�o�os anname �ulevaate Lagrange'i v�ahimm~oju printsiibi rakendamisest �l-treeritud mitteh�udrostaatilis(t)e d�unaamika(te) saamiseks r~ohukoordinaatides. Sedatemaatikat on Tartu Observatooriumi d�unaamilise meteoroloogia t�o�or�uhmas arendatudviimased viis aastat ja teoreetilised tulemused hakkavad saama rakendusk~olblikeks.Seega on ~oige aeg tutvustada laiemat f�u�usika�uldsust tehtavaga.Milleks on tarvilik niisugune eksootika nagu r~ohukoordinaadid? R~ohukoordinaadistikehk l�uhemalt p{ruum, see on koordinaats�usteem, kus k~orvuti horisontaalkoordi-naatidega x; y; on (tavap�arase k~orguse z asemel) vertikaalkoordinaadiks r~ohk p antudruumipunktis. R~ohukoordinaadid on atmosf�a�arid�unaamikas laialt kasutusel rea prak-tiliste eeliste t~ottu, mis neil kvaasih�udrostaatiliste protsesside kirjeldamisel on. Kogusuuremastaabiliste atmosf�a�ariprotsesside teooria on kirja pandud r~ohukoordinaate ka-sutades ja ka enamus rakenduslikke ilmaennustuse ja kliimamodelleerimise numbrilisiarvutusprogramme on realiseeritud p{ruumis. Seda silmas pidades on h�asti kaval japerspektiivikas formuleerida ka mitteh�udrostaatilised mudelid p{ruumi terminites. Etsellisel �ulesandep�ustitusel on tegu k�ullalt abstraktsete konstruktsioonidega, v~oib tekkidaja tekibki hulgaliselt t~olgitsemisprobleeme. Siin on suur abi variatsiooniprintsiipide ka-sutamisest. See on ka �uks lisaargumente variatsiooniprintsiipide rakendamisele pidevakeskkonna f�u�usikas.Lagrange'i v�ahimm~oju printsiibi (VMP) formuleeris pidevale keskkonnale esmalt Gleb-sch (1857, 1859). Olult on tegu klassikalise mehhaanika v�ahimm~oju printsiibi kohan-damisega pidevale keskkonnale. M~oningate t�aiendustega, l~opetatud kujul on see k~oige�ulevaatlikumalt ja ilusamini kirjas Serrinil (1959). Sealt edasi algab uus etapp pi-deva keskkonna variatsiooniprintsiipide arengus. See on seotud Arnol'di nimega, kes1965 aastal (Arnol'd 1965, 1969) formuleeris simpleksd�unaamika formalismis ideaalsevedeliku Hamiltoni printsiibi. Kui klassikaline Glebsh{Serrini k�asitlus on mehaanika-line, siis Arnol'di formulatsioon on l�ahedasem v�aljateoreetilisele l�ahenemisele. Ilusa jap~ohjaliku �ulevaate Arnold'i ideedel rajanevast k�asitlusest on teinud Shepherd (1990).K�aesolevas �ulevaates kasutame klassikalist, Glebsh{Serrini VMP formuleeringut. At-mosf�a�arid�unaamikas on variatsiooniprintsiibid suhteliselt hiline "avastus" ja ilmunudt�o�od v~oib �ules lugeda kahe k�ae s~ormedel (Salmon 1983, 1988, Salmon ja Smith 1994,3



Roulstone ja Brice 1995, R~o~om ja �Ulej~oe 1996, R~o~om 1997, 1998).2. V�ahimm~oju printsiip pideva keskkonna mehhaanikasEt lihtsustada hilisemat VMP k�asitlust p{ruumis, formuleerin algatuseks Serrinit (1959)j�argides klassikalise pideva keskkonna mehhaanika VMP tavalises geomeetrias.Vaadeldav pidev keskkond (gaas, meie juhul atmosf�a�ar) on lokaliseeritud ruumipiirkon-nas V piirpinnaga �. Keskkonna arengut vaadeldakse ajal~oigul T = [t0, t1]. K�asitlusekompaktsuse huvides on otstarbekas kasutusele v~otta funktsiooniruum C10 , mille objek-tideks on suvalised funktsioonid '(x; t), x � (x1; x2; x3) 2 V , t 2 T , mis on (v�ahemalt�uks kord) di�erentseeruvad k~oigi argumentide x�; t j�argi, muutuvad nulliks piirpinnal �iga t korral ja on nullid ka alg- ja l~opphetketel t0 ja t1 k~oikjal V {s. Kui t�ahistada piirkon-nas V 
 T pidevate funktsioonide ruum C[V 
 T ], siis on C10 de�nitsioon kompaktseltkirja pandav kujul'(x; t) 2 C10 : � @'@x� ; @'@t 2 C[V 
 T ] ;'j� = 0; 'jt0 = 0; 'jt1 = 0� : (1)Ruum C10 on edaspidi oluline konstruktsioon, kuna selle ruumi punktideks (elemen-tideks) on lubatavate virtuaalnihete v�aljad. Virtuaalsete nihete v�ali on Serrinilp~ohim~oiste. Pideva keskkonna punkti x virtuaalne nihe �x hetkel on t selle punktisuvaline v�aike nihe ruumis, x ! x + �x. Keskkonna punktide virtuaalsete nihetekogum moodustab virtuaalsete nihete v�alja �x(x; t), mis eeldatakse alati kuuluvat ru-umi C10 : �x(x; t) = f�x1(x; t) ; �x2(x; t) ; �x3(x; t)g 2 C10 :Igas muus aspektis on virtuaalnihete v�ali suvaline.Virtuaalnihked on materiaalsed, nad haaravad kaasa keskkonna mateeriapunktid. Seeavaldub j�armiselt.(1) Kui keskkond on liikumises ja mateeriaosakesed liiguvad m�o�oda kindlaid trajek-toore�, siis p~ohjustavad virtuaalnihked trajektooride deformatsioonid ja seet~ottu ka� See on ainus koht, kus Serrin vajab trajektoori m~oistet.4



keskkonna kiirusv�alja _x(x; t) muutuse, mis on leitav seosest� _x = ddt �x : (2)(2) Virtuaalnihetel s�ailib keskkonna materiaalne pidevus. Suvalise, in�nitesimaalse, ru-umalaga dV ja massiga dm aineosakese korral t�ahedab see massi j�a�avust virtuaalnihetev�aljas �(dm) = � (�dV ) = 0 : (3)Kuna elementaarruumala virtuaalmuut on�(dV ) = dV r � �x ;j�areldub �� = � �r � �x : (4a)See on pidevusv~orrand virtuaalnihetel, mis tegelikul liikumisel annab v~orrandid�dt + �r � _x = 0 : (4b)Lisaks eeldatakse, et(3) keskkonna deformatsioonid toimuvad isentroopiliselt:�s = 0 ; (5a)kuigi tegelikul liikumisel v~oib entroopiatihedus keskkonnas s muutuda entroopiaallikateAs toimel: dsdt = Q=� � As ; (5b)On oluline silmas pidada, et Glebsch{Serrini k�asitluses ei ole pidevusv~orrand (4b) ja en-troopiav~orrand (5b) variatsiooniprobleemi ekstreemumitingimuse resultaat (s.t., nad eiole Lagrange'i v~orrandid), vaid moodustavad t�aiendavad lisatingimused, mida varieeri-misel tuleb arvestada (vormis (4a) ja (5a)), et saada ~oiged pideva keskkonna mehhaanikav~orrandid. 5



N�u�ud on vajalik eelt�o�o tehtud, et formuleerida VMP: Keskkonna mehhaaniline liikuminetoimub nii, et m~oju S on statsionaarne suvalistel virtuaalnihetel:�S = 0 8 �(x; t) 2 C10 : (6)Siin m~oju S on S = ZT dt ZV dV � l(x; _x; �; s) ;kus Lagrange'i funktsioon l on vahe kineetilise energia tiheduse ja nn. staatilise po-tentsiaali (= gravitatsioonipotentsiaali ja siseenergia tiheduse summa) vahel:l(x; _x; �; s) = ek( _x) � ep(x) � es(�; s) =_x2=2 � g � z � es(�; s) ; (7)kusjuures siseenergia tihedust es vaadeldakse olekufunktsioonina tihedusest ja entroo-piast.Kui S varieerimine tegelikult l�abi viia ja arvestada seejuures tingimusi (3), (4a), (5a),on tulemuseks Lagrange'i v~orrandid�S�xi = � @l@xi � � ddt @l@ _xi + @@xi ��2 @l@�� = 0 ; i = 1; 2; 3;mis l ilmutatud kuju (7) ning termod�unaamilise seose@es@� = p�2kasutamisel annavad kolm mehhaanikav~orrandit pidevale keskkonnale�d2xidt2 = ��g�i3 � @p@xi :Pideva keskkonna d�unaamika suletud s�usteemi saamiseks on tarvis neile v~orrandeilelisada pidevusv~orrand (4b) ja entroopiav~orrand (5b).6



3. V�ahimm~oju printsiip p{ruumis.VMP formuleerimine r~ohukoordinaatesituses ei ole lihtviisiline Serrini formalismi pro-jekteerimine tavalistest koordinaatidest r~ohukoordinaatesitusse, kuna osutub, et r~ohur-uumis on nii s~oltumatute virtuaalnihete kui ka varieerimisel saadavate v~orrandite arv�uhe v~orra suurem kui tavaruumis formuleerituna, s.o. { neli. Korrektse tulemusesaamiseks on seet~ottu tarvilik kas eelnevalt teada ~oigeid v~orrandeid v~oi postuleeridav�ahimm~oju printsiip nii, et see toob ~oigetele v~orranditele. Kuna �uldised gasod�unaamikav~orrandid r~ohukoordinaatides on teada (R~o~om 1989,1990), siis VMP tuletamine neiletoimuski nii, et katseliselt formuleeriti VMP kujul, kus tulemuseks olid soovitavad,teadaolevad v~orrandid. Siin talitan aga vastupidi, postuleerides p{ruumi VMP ja tule-tades sellest liikumisv~orrandid. Esiteks on niisugune l�ahenemine kompaktsem, teiseksv~oimaldab see kontsentreerida t�ahelepanu k�aesoleva �ulevaate aspektis olulisematele mo-mentidele.Kui r~ohk p on k~orguse x3 = z momotoonne funktsioon, ja Maa atmosf�a�aris ta onseda (isegi mitteh�udrostaatilisel liikumisel), siis on alati v~oimalik kasutada koordinaati-dena (x1; x2; x3) asemel kolmikut (x1; x2; p) = (x; p) (x on horisontaalne kohavektor).Uutes koordinaatides on keskkonnapunkti k~orgus z = z(x; p; t) s~oltuv v�ali, temagasamav�a�arne on kasutada geoptotentsiaali v�alja �(x; p; t) =gz(x; p; t). Ruumalaele-ment uutes koordinaatides on dVp = dx1dx2dp ja sellele vastab elementaarmass dm =ndVp=g, kus n on (mugavuse m~ottes) dimensioonituna valitud ainetihedus p{ruumis.M~ojuintegraali de�neerin j�argmiselt:S = ZT dt ZVp dVpn l(z; _z; _x; p; n; s) ; (8)kus Lagrange'i funktsioon l onl(z; _z; _x; p; n; s) = _x22 + _z22 � h(p; s) � gz ��1 � 1n� : (9)Siin _x on kahem~o~otmeline kiirusv�ali, _z on vertikaalkiirus, h(p; s) on entalpiatihedus, mison teatavasti karakteristlik funktsioon r~ohust ja entroopiatihedusest, kusjuures@h@p = 1� ; @h@s = � ;7



kus � on temperatuur.Variatsiooniprintsiip sellele m~ojule on analoogiline (6){ga, selle vahega et virtuaalnihetev�ali on neljadimensionaalne, sisaldades lisaks koordinaatide variatsioonidele �x; �p kak~orgusv�alja variatsiooni �z:�S = 0 8 f�x(x; p; t); �p(x; p; t); �z(x; p; t)g 2 C10 : (10)Seejuures on virtuaalnihete funktsiooniruum C10 analoogiline varasemaga (1) selle va-hega, et V on asendunud p{ruumi piirkonnaga Vp ja osatuletis z j�argi on asendunudosatuletisega p j�argi:'(x; t) 2 C10 : � @'@x1 ; @'@x2 ; @'@p ; @'@t 2 C[Vp 
 T ] ;'j� = 0; 'jt0 = 0; 'jt1 = 0� :Varieerimisel on tarvis, analoogiliselt tavaruumi juhuga, arvesse v~otta(1) trajektooride deformeerumist virtuaalnihetel nii p{ kui tavaruumis:� _x = ddt�x ; � _z = ddt�z ; � _p = ddt�p ;(2) Aine j�a�avust ja keskkonna pidevust� (dVp � n) = 0 ;�n + n� @@x � �x + @�p@p � = 0 ;kus @=@x = (@=@x1; @=@x2) on kahem~o~otmeline gradient isobaarpinnal,(3) entroopia s�ailivust �s = 0 :Tehtud eeldustel on S ekstreemumiks (statsionaarsustingimuseks) neli Lagrange'iv~orrandit @l@z � ddt @l@ _z = 0 ; (11a)@@xn2 @l@n � n ddt @l@ _x = 0 ; (11b)n @l@p + @@pn2 @l@n = 0 : (11c)8



Nad on t�aiesti �uldised niikaua kuni lagran�ziaan l(z; _z;x; _x; p; n; s) ei ole konkretiseeritud.Valides lagran�ziaani kujul (9), saame p ruumi mehhaanikav~orrandidn d2zdt2 = g(1 � n) ; (12a)n d2xdt2 = � g @z@x ; (12b)@z@p = �ng @h(p; s)@p ; (12c)Suletud mudeli saamiseks on vaja see s�usteem t�aiendada pidevus- ja entroopiav~or-randiga: dndt + n� @@x � _x + @ _p@p� = 0 ; (12d)dsdt = As : (12e)Saadud v~orrandite puhul on vaja r~ohutada j�argnevaid asjaolusid.(i) Neljas Lagrange'i v~orrand (11c), millele vastab ilmutatud kujul v~orrand (12c),ei ole, erinevalt kolmest esimesest, t�aiendav liikumisv~orrand vaid seos mis de�neerib�ulemineku z{ruumist p{ruumi ja vastupidi ning annab seega eeskirja p{ruumi meetrikasissetoomiseks. Me saame (12c) kirjutada kujul,@z@p = � ng� ;kust j�areldub, et �uleminek p{ruumi on korrektne niikaua, kuni m~olemad tihedused � jan on positiivsed, nullist erinevad ja l~oplikud.(ii) L~opmata v�aikestel vertikaalkiirendustel, kui d2z=dt2 ! 0, saame (12a) kohaseltn ! 1. Selle tulemusel l�aheb pidevusv~orrand (12d) �ule (p{ruumi (!)) kokkusuruma-tustingimuseks @@x � _x + @ _p@p = 0 ; (12d0)ja v~orrand (12c) h�udrostaatikav~orrandiks@z@p = � 1g� :9



Seega on saadud v~orrandid kaduvv�aikeste vertikaalkiirenduste tingimustes ekviva-lentsed tavaliste h�udrostaatiliste p{ruumi v~orranditega, mida geof�u�usikute k~onepruugisnimetatakse tavav~orranditeks (primitive equations). Tavav~orrandid esindavad liht-saimat akustiliselt �ltreeritud d�unaamikamudelit p{ruumis, st. mudelit, mille lahen-did ei sisalda h�a�alelaineid. Tavav~orrandite rakenduspiirkond on suuremastaabilisedd�unaamilised protsessid, kus liikumiste sisemine karakteristlik m~o~ode on 10 kilomeetritv~oi suurem.4. Akustiline �ltreerimine m~ojuintegraalisEt �uldistest p{ruumi v~orrandeist on imelihtsalt saadavad akustiliselt �ltreeritud tava-v~orrandid, siis on paeluv proovida tuletada nende baasil ka �uldisemaid �ltreeritud p{ruumi v~orrandeid, mis k�ulmutaksid ebasoovitavad akustilised m�urad, oleksid t�apsedaeglaste protsesside kirjeldamisel ja t�o�otaksid ka l�uhemates skaalapiirkondades kui sedav~oimaldavad tavav~orrandid. Mitmeid selliseid mudeleid ongi loodud sel teel, et on kat-seliselt �uldistatud tavav~orrandid mitteh�udrostaatiliste parandite lisamisega (Miller jaPearce 1974, White 1989, Salmon ja Smith 1994�).K�ullat �uldine, �ulevaatlik ja (ajurakkudele) �okonoomne on lihtsustamine sel teel, etapproksimeerime sobival viisil Lagrange'i funktsiooni m~ojuintegraalis. Kui seejuuressuudame s�ailitada lagran�ziaani esialgsed s�ummeetriad ruumi{ ja ajateisendustel, siiss�ailitame ka k~oik nendega seotud j�a�avusseadused. Nii n�aiteks on t�apne lagran�ziaan(9) invariantne ajanihetel (ei sisalda ilmutatult aega t), horisontaalsetel ruuminihetel(ei sisalda horisontaalkoordinaate x) ja p�o�oretel �umber vertikaaltelje (puuduvad eelis-tatud horisontaalsuunad). Tulemusena on j�a�avad s�usteemi energia, horisontaalne im-pulss ja nn. potentsiaalne p�o�oris. Kui tahame, et need j�a�avused kanduksid �ule kal�ahendmudelisse, peame hoolitsema, et Lagrange'i funktsiooni approksiomeerimisel eitekiks l{i ilmutatud s~oltuvusi t{st ja x{st.� Salmon ja Smith kasutavad ka variatsioonitehnikat. Et neil ei ole aga �uldised v~orrandidteada, arendavad nad variatsiooniprintsiibi, mis toob kohe �ltreeritud White'i (1989)mudelile. 10



Teatud probleem v~oib aga tekkida seoses sellega, et lagran�ziaanist endast ei n�ahtu il-mutatult, millised on need l�ahendid, mis toovad endaga kaasa akustiliste vabadusast-mete k�ulmutamise. Kaudne vihje on siiski olemas, nimelt t�ahendab vabadusastmetek�ulmutamine alati vaadeldava s�usteemi ajalise j�argu alandamist. Lagran�ziaani (9) puhult�ahendab see �usna �uhem~otteliselt, et l�ahendusi tuleb otsida kiirusvektoritele _z ja/v~oi _x.Katsed tuletada algv~orrandid lagran�ziaani approksimeerimisega n�aitavad t~oesti, et �l-treerivaid approksimatsioone tuleb otsida _z l�ahendamises.4.1. Algv~orrandite saamine v�ahimmm~oju printsiibist. Algv~orrandite saamisekstuleb l avaldises panna _z ! 0:l = _x22 � h(p; s) � gz � �1 � 1n� :Pannes selle avaldise Lagrange'i v~orrandeisse (11), saame juba eespool kirjeldatudh�udrostaatilised algv~orrandid. Seejuures annab v~orrand (11a) tulemuseks kokkusuru-matustingimuse n = 1, ilma et me seda lagran�ziaanis oleksime eeldanud. Veelgi enam,l�ahendamine n ! 1 lagran�ziaanis annaks valed v~orrandid.4.2. Filtreeriv mitteh�udrostaatiline approksimatsioon _z � _z�, kus z� onk~orgusv�alja h�udrostaatiline approksimatsioon vastavalt v~orrandile@z�@p = � 1g�� ;on eelmise juhu loomulik �uldistus, mis aga erinevalt eelmisest juhust annab mit-teh�udrostaatilise akustiliselt �ltreeritud mudeli. Siin �� on m~onesugune sobilikult va-litud tihedusjaotus atmosf�a�aris. Ahvatlev oleks �� samastamine tegeliku tihedusega�(x; p; t), kuid see tooks paratamatult kaasa horisontaalkoordinaatide ja aja ilmu-tatud esinemise aproksimeeritud l{is ja seega energia- ja impulsi j�a�avuse rikkumise.Seep�arast on siin m~oistlik l�ahendada �� = �(p), kus � on � keskmine, ajast ja horison-taalkoordinaatidest s~oltumatu tihedusjaotus. See toob l�ahendlagran�ziaanilel = 12 _x2 + 12g2 ( _z�)2 � h(s; p) � gz�1 � 1n� ;millele vastav d�unaamika on taas kokkusurumatu p{ruumis, nii et n = 1 ja kehtib11



pidevusv~orrand (12d'). Mehhaanilised liikumisv~orrandid (v~orrandite (12a) ja (12b) ap-proksimeeritud analoogid) ondwdt = g2��� 1g� + @z@p� ; (13a)dvdt = �g @z@x : (13b)kus w � dz�dt = � _pg�� : (13c)Mudeli sulgemiseks on tarvis seda veel t�aiendada entalpia avaldisega ja entroo-piav~orrandiga. �Asjakirjeldatud mudel �uldistab Miller{Pearce'i (1974) mudelit ja l�ahebselleks �ule (13a) parema poole lineariseerimisel baasseisundi z = z�, � = �� suhtes.4.3. Filtreeriv l�ahend _z � (�1=g) _h(p; s). Selle approksimatsiooni on v�alja pakkunudSalmon ja Smith (1994). Seega l�ahendatakse vertikaalkiirust (miinusm�argiga) raskus-kiirendusega jagatud entalpiatiheduse materiaalse muutumiskiirusega. L�ahendi kasu-tamist ~oigustab asjaolu, et entroopia konservatiivsuse tingimustes (ds=dt = 0) kehtibsiin h�udrostaatiline l�ahend vertikaalkiirusele dz=dt = � _p=(g�) ; mis on analoogilineeelmise mudeli v~orrandiga (13c), kuid k�aesoleval juhul ei ole vaja eeldada, et tihedusoleks l�ahendatud mingi keskmisega.Approksimeeritud Lagrange'i funktsioon onl = l( _x; _h; h; z; n) = 12 _x2 + 12g2 _h2 � h(s; p) � gz�1 � 1n� ;liikumine on taas kokkusurumatu p{ruumis ja kogu mudel on v�aljan�agemiselt v�agal�ahedane eelnevale. Ainukeseks erinevuseks on v~orrandite (13a) ja (13b) asenduminev~orranditega dwhdt = g�1 + g�@z@p� :wh � � 1g dhdt = � _pg� � �_sg :Saadud mudel on vaadeldav eelnevate mudelite �uldistusena, kuid seda ainult �uhel juhul{ isentroopiliste protsesside korral, s.o. entroopiaallikate puudumisel. Tema eelisekson k~oikide t�apse d�unaamika j�a�avusseaduste p�usimaj�a�amine ilma t�aiendavate eeldusteta(eelmises n�aites oli tarvilik tiheduse l�ahendamine horisontaalsuunas homogeense, ajasts~oltumatu v�aljaga). 12



L~opetuseks.Toodud l�uhikeses �ulevaates p�u�udsin anda m~oningase ettekujutuse variatsiooniprint-siipide rakendamisest pideva keskkonna, konkreetselt atmosf�a�ari, lihtsustatud mudelitesaamiseks. Rakendusi silmas pidades on probleemi formuleeritud ja vaadeldud spetsi-aalses koordinaats�usteemis { r~ohukoordinaatides. See ei ole aga printsipiaalne kitsendus,ja soovi korral saab k~oik kirjeldatud �ltreerivad l�ahendid tuletada tavakoordinaatides,s.o. Serrini formalismist l�ahtudes.�Uldine kogemus on, et n�aivalt v�aikesed muudatused Lagrange'i funktsioonis kutsu-vad reeglina esile suuri muudatusi d�unaamika v~orrandites ja ka lahendite struktuuris.Seep�arast peab igasuguste l�ahendite kasutamisel olema ettevaatlik, ja mis peamine {saadud mudeleid on vajalik igal juhul katsetada test�ulesannetel. Seda enam, et eim~ojuintegraalist, lagran�ziaanist ega kogu v�ahimm~oju printsiibi ideoloogiast ei tulenemingeid j�areldusi ega aprioorseid kriteeriume saadava l�ahendmudeli lahendite t�apsusekohta. Nagu n�aitavad numbrilised testid voolamisega �ule eba�uhtlase aluspinna, on punk-tides 4.2 ja 4.3 kirjeldatud �ltreeritud mudelid omavahel l�ahedased ja nad on v�aga t�apsedaeglaste protsesside modelleerimisel skaalapiirkonnas 100st meetrist kuni planetaarseteprotsessideni karakeritlike m~o~otmetega 10 tuhat kilomeetrit. Seega nad kirjeldavadsuure osa nii h�udrostaatilistest kui ka mitteh�udrostaatilistest n�ahtustest. H�atta v~oivadnad j�a�ada ja anda vigaseid lahendeid, kui atmosf�a�aris on tugevad temperatuurih�upped(n�aiteks soe ~ohumass paikneb k�ulma peal nii et nende piiril on mitmekraadine tempe-ratuurih�upe) ning samuti skaalapiirkonnas alla 100 meetri. Kui protsesside karakterist-lik m~o~ode on alla saja meetri, ilmevad juba d�unaamilise kokkusurutavuse e�ektid ja nei ole enam piisav t�apsusega �uks, mis p~ohjustab s�ustemaatilisi vigu termod�unaamilistesv�aljades. Mehhaaniline voolupilt on aga v�aga t~oel�ahedane ka skaalapiirkonnas alla krii-tilise saja meetri.Oma hea t�apsuse, lihtsuse ja esituslaadi l�aheduse t~ottu primitiivsetele algv~orranditeleon punkides 4.2 ja 4.3 kirjeldatud mitteh�udrostaatilised p{ruumi akustiliselt �l-treerutud mudelid mugavad kasutamiseks numbrilistes skeemides. Praegu on punkti4.2 mudel rakendusj�argus Tartu Observatooriumi d�unaamilise meteoroloogia t�o�or�uhmas,13



v~orrandeil (12e), (12d'), (13a) { (13b) rajanevat arvutusskeemi viiakse sisse P~ohjamaadeilmennustusmudelisse HIRLAM (HIghResolution LimitedAreaModeling). �Uksikasja-likumat teavet HIRLAMi kohta on leida WWW aadressidelhttp://www.knmi.nl/PROJECTS/HIRLAM/ ja http://apollo.aai.ee/hirlam.html .
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