Jiiga keha inertsetc omadustec
uurimine pﬁi’)rdliikumiscl

1. Todiilesanne

Juhendaja poolt valitud katsekeha tsentraalsete peainertsimomcntide ja
etteantud pdorlemistelje suhtes inertsimomendi katseline mésramine; Vii-
matinimetatud inertsimomendi arvutamine ja vordlemine moodetuga; tsent-
raalse inertsiellipsoidi 15igete konstrueerimine koordinaattasandites.

2. Toovahendid

Katsestend poordpendli, fotoclektrilise asendianduri ja keila-loenduriga,
tehniline kaal, nihik.

3. Teoreetiline iilevaade

3.1. Jaiga keha inertsed omadused.

Kulgliikumisel méarab jiiga keha inertsi taielikult iks skalaarne suurus -
mass m. Massi kaudu saab arvutada mistahes ctteantud jou poolt kehole antava
kiirenduse: .

a‘:iF. (1)
m

Litkumise hulk e. impulss arvutatakse kui kahe vastandi - inertsuse moodu m1 ja
Likumise intensiivsust iscloomuslava suuruse - kiiruse ¥ korrutis:

-

p=mV. (2)

Poordlilkumisel on aga olukord tunduvalt keerulisem. Jaik keha voib
poorelda limber 15pmatu hulga telgede. Kui rakendada koikide nende telgede
korral kehale sama (skalaamne) joumoment telje suhtes M, siis omandab keha

iga telje korral ildiselt erineva nurkkiirenduse . Suvalise telic 00" korral:
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Inertsi moot podrdlitkumisel - inertsimoment 7 on iga telje korral erinev suurus.
Seega voib sama keha inertsimomendil olla 16pmatu hulk erinevaid vaartusi.
Impulsi analoogiks poordliikumisel on impulsimoment. Impulsimoment
suvalise telje OO' suhtes (skalaarnc moment, teljel valitud punkti O suhtes

arvutatud impulsimomendi vektori L, projektsioon teljele) arvutatakse valemi-
ga (2) analoogilisest valemist

Loo’ ':Io_a): “4)

kus @ on nurkkiiruse vektori moodul. Vektorite L, ja @ vahel kehtib
samasugune seos |

Zjcoz‘[oz’.)) , N L (5)

aga ainult teatud eriomadustega telgede korral, mida nimetatakse keha pe‘a-A
inertsitelgedeks valitud punkti O suhtes. Selliseid telgi on keha suvalist punkti
O labivate telgede seas vahemalt kolm, need on omavahel nisti. Uldjubul on

vektorid L, ja @ erineva suunaga. Sealjuures on vektor L, keha suhtes paigal,

valises taustsiisteemis aga pdorleb, sailitades konstantsena nurga pdorlemistelje

suhtes, s.t. vektoni sihi jilg moodustab pdorlemisel koonuse tipuga punktis O.
Koonuse teljeks on poorlemistelg.

Seome inertsiaalse taustsisteemi kehas fikseeritud podriemisteljel asuva
punktiga O, koordinaatieljed suuname suvaliselt. Moodustagu x-, y- ja z-telg

poorlemisteljega OO' nurgad vastavelt @, f ja y. Valema (4) pShjal on
Lool ~@, st

%)
AL+ ~ o+l +af.

Kui sailitame pdorlemistelje sihi, st. @ suuna, ja suurendame nurkkiirust »
korda, siis suurenevad 7 korda ka vektori @ koik kolm komponenti, samuti aga
ka vektori EO koik komponendid. See on vdimalik vaid sius, kui vektonte Zo ja
@ komponentide vahel on lineaame seos:



L=I,0,+l 0 +i,a,
Ly=Iy,cox+Iyya)y+Iyz @,, (6)

L= 0 i wlgostl o

Seosekonstandid peavad olema inertsimomendi dimensiooniga. Osutub, et

I, 1y 38 I, on inertsimomendid vastavalt x-, y- ja z-telje suhtes, iilejadénutel

selget filitsikalist sisu ei ole, neid nimetatakse tsentrifugaalinertsimomentideks
(ka inertsikorrutisteks) ja nad avalduvad valemitega

Ixy= yx'——ljxydm; Ixz=17_x=szdm; 1}&:]3»:]}’261"1- (7) '7
. vV .. : 14 - . v

Kui valemite (6) koik itheksa (erinevaid tegelikult kuus) konstanti cn
feada, siis osutub vdimalikuks vilja arvutada keha inertsimoment mistahes
pooriemistelje suhtes. Seega need theksa skalaarset suurust maaravad tiielikult

keha inertsed omadused poordliikumisel. Kui kolme skalaarse suurusega
* (komponendiga) masratud suurusi nimetame vektoriteks, siis selliseid ithek-
sakomponendilisi suurusi nimetatakse teist jarku tensoriicks (skalaar on nullin-
dat jarku, vektor aga esimest jirku tensor). Uleminekul mingisse uude
taustsiisteemni (nihutatud alguspunkti ja (v5i) pooratud telgedega) teisenevad
tensori koik komponendid, tensor ise kui fuisikalise reaalsuse (keha inertsete
omaduste) kirjeldus sellest ei muutu. (Inertsimoment suvalise telje suhtes ei
soltu sellest, missuguses taustsiisteemis seda mddta.) Olukord on analoogiline
vektori juhuga: ka vektori k&ik kolm komponenti muutuvad ileminekul Ghest
taustsisteemist teise, vektor ise aga €1 muutu. :

Teist jarku tensorit esitatakse sageli selle komponentidest koostatud
maatriksina:

xx I.xy ]xz
I=|1, L, I,| (®)
pas IZ_}’ 122

Kui suvalise punktiga O seotud taustsiisteemi koordinastteljed suunata
piki peainertstelgi O suhtes, siis saavad inertsitenson mittediagonaalelemendid
(mittekokkulangevate indeksitega elemendid) nulliks - tensor on viidud diago-
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naalkujule. Peainertsiteljed keha massikeskme suhtes kannavad tsentraalsete
pcaincnsitelgcde e. lihtsalt keha peatelgede (vaba pooérlemise telgede) nimetust.
Kui nihutada taustsiisteemi alguspunkt massikeskmesse ja tthitada koordinaat-
teljed peatelgedega, siis diagonaalkujulise inertsitensori diagonaalelemendid on
keha tsentraalsed peainertsimomendid. _

Tuleb tahele panna, et kui keha pdorleb tmber Ghe peainertsitelje, siis
teised pcaineﬂsiteljed thtuvad valise koordinaadistiku telgedega vaid ks kord
ipa taispoorde jooksul. Seega inertsitensori komponendid muutuvad ajas pide-
valt, tensor omandab diagonaalkuju vaid kord iga taispdorde jooksul.

3 2. Inertsimoment meelevaldselt valitud tcljé suhtes.

~ Olgu meil suvalise kujuga keha, millel on nii kehas kui vilises
taustsisteemis fikseeritud poorlemistelg OO' (joon. 1). Seome valise
1austsiisteemi telje punktiga O (ei pea tingimata asuma keha sees). Valinud
teljel OO' positiivse suuna (néiteks keha poorlemise nurkkiiruse vektori suund),
saame selle suuna Giheselt mafrata nurkadega o, f# ja ) poorlemisielje o
koordinaattelgede vahel. Teljesuunalise ithikvektori projektsioonid telgedel

LZ .

Joon.1. Massielemendi asukoha mairamine.



vorduvad nende nurkade koosinustega (suunakoosinused):

&,=cosai +cosfj+cosyk. ©)

Keha inertsimomendi I, arvutamiseks telje OO' suhtes jagame keha massiele-
mentideks, suvalise elemendi asukoht on maaratud raadiusvektoriga

F=xi+yj+zk.
Keha inertsimoment I, avaldub:

]ozj.rfd,m=,[(r'247}f)dnr,'
A (10)

kus F; ja 7, on massielemendi raadiusvektori vastavalt teljesihiline ja teljega-
ristuv komponent. Arvestades, et '

. f2='x2 +),2 +.z.2’l
g =(rg,) =(xcosa+ycosp+zcosy)’,
co’sza+c0s2ﬂ+cosz y =1, saame: |
o=I,‘._,ccos2c:1r+1yyc'032;5’+12,zco:f2 y— i

— 21, cosacos - 21, cosacosy— 21, cosfcosy.

Kahe indeksiga simbolitega on siin tihistatud integraale:

o=l = (P +2)dm 1, =1, = [(# +22)dns Iy = 1, = (2 47 )amg
s % %

Iy=1Iy= [xydml,=1,= [xzdm; Iy, =1,= [yzam (12)
% % %

M

On lihtne néha, et esimesed kolm integraali on keha inertsimomendid koordi-
naattelgede x, y ja z suhtes (kui O jab ikka kinnispunktiks), teised kolm aga
langevad kokku eespool valemitega (7) defineeritud inertsikorrutistega. Seega
konkreetne arvutus 1destab, et inertsimoment suvalise podriemistelje suhtes,
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mis labib koordinastide alguspunkti, avaldub tBesti selles koordinaadistikus
avaldatud inertsitensori komponentide kaudu, nagu eespool vaideti. Kui poor-
lemistelg ei 1abi koordinaatide alguspunkti, siis tuleb inertsimomendi arvu-
tamisel lisaks kasutada veel Huygensi-Steineri valemit.

Kui valise taustsisteemi koordinaattelied thitada keha peainertsitel-
gedega koordinaadistiku alguspunkti suhtes, siis inertsikorrutised saavad nul-

liks ja valem (11) lihtsustub:

I, =Ixcos2 a+1ycoszﬂ+lzcos2 y. (13)

3.3. Inertsiellipsoid.

Valemist (11) on naha, et keha inertsimoment mingi suvalise valise
{austsiisteemi alguspunkti O libiva poorlemistelje suhtes soltub selle telje sihist
suunakoosinuste kaudu. Seda soltuvust saab naitlikustada geomeetrnlise inter-
pretatsiooni abil. Kanname teljele OO’ punktist O alates I8igu pikkusega

T L e e )

Sellega me oleme lainud- reaslsest firiisikalisest ruumist formaalsesse ruumi,
kus 15igu pikkusi mdddetakse thikutes 'm’I-kg'0'5 (rahvusvahelises thikute
stisteemis SI). Punkti O labivatele koikvoimalikele posriemistelgedele vasiavate
eclnimetatud 15ikude otspunktid moodustavad selles formaalses ruumis mingi
pinna. Tuletame selle pinna vrrandi. Avaldame telie OO' suunakoosinused
16igu I’ projektsioonide x', y', z' kaudu koordinaattelgedel:

cosa=i;,— =x'\JI, ,1

)I

cosﬁ=JI—,=y' ! (15)

cosy=§—:=z'\/—1_:.

Asetanud necd avaldised valemisse (11), saame:

7

Lx?+I, y2 41,27 =20 xy— 2y xz =21, 32 =1 (16)



Vorrand (16) esitab teist jarku pinda. Et reaalse keha inertssmoment

. _gheg pbbrlcmistelje suhtes ei saa olla null, siis valemist (14) jareldub, et meie

pinna ikski punkt e1 saa olla 15pmata kaugel koordinaatide algusest. Jarelikult
<apb meie teist jirku pind olla vaid ellipsoid (vt. lisaiilesanne B). Seda pinda
nimetatakse inertsiellipsoidiks. See on simmeetriline koordinaatide alguspunkti

‘ - suhtes. Ellipsoidi vsib konstrueerida mistahes punkti jacks. Keha

massikeskmele vastavat inertsiellipsoidi nimetatakse tsentraalseks. Kui koordi-
nastieljed @htivad pcainertsitclgcdcga taustsiisteemi alguspunkti suhtes, on el-
lipsoid simmeetriline koordinaattelgede suhtes.

Inertsiellipsoidi saab kasutada praktikas inertsimomendi arvutamiseks,
Jui poorlemistelg on ette antud sirge vorranditega ruumis (s.t. kahe vorran-
ditega esitatud {asandi 16ikejoonena). Siis tuleb lahendada tasandite vorrandi-
test ja varrandist (16) koostatud siisteem, mis mairab inertsiellipsoidi ja antud
poorlemistelje Iikepunkti. Selle punkii kohavektori ruut méiirabki inertsimo-
mendi poordviartuse. :

4. Inertsimomendi katseline mddramine
poordpendli abil

Poord- e. torsioonpendel on fimber fikseeritud telje poorduda voIv
siisteem, millel on pisiva tasakaalu asend ja milles sellest tasakaaluasendist
viljapocramisel tekib tasakaaluasendisse tagasi poorav taastav jsumoment ni-
metatud telje suhtes. Vastleme siin lineaarset poordpendlit, mille korral taastav
joumoment on vdrdeline nurkhilbega tasakaaluasendist. Kui viliste joumo-
mentide summa eclnimetatud telje suhtes on null, hakkab siisteem pérast
{asakaaluasendist villjaviimist ja vabastamist sooritama harmoonilist p5ordvon-
kumist, mille periood avaldub: :

L :
T2 = 47°—.
/4 D 17)

Sjin I on sisteemi inertsimoment ja D taastavat momenti iseloomustav tegur,
mida nimetatakse direktsiconimomendiks. (Reaalse pendli korral muidugi
hoordejsudude moment ei ole null ja vonkumine on sumbuv.)

Kui kinnitada torsioonpendlile keha, mille inerstimoment I kehas fik-

seeritud telje suhtes on tarvis mafrata, nii et see telg thtib pendli poordteljega,
siis Liitsisteemi vonkeperiood avaldub:

I .
= 47:2—0%1"—. (18)



g Siin ] on tﬁhjapéérdpehdﬁ inertsimoment. Nii I, kui D on ildjuhul tundma-
tud. }I:Icndc masramiseks tuleb teha kaks lisakatset: mddta tihja pendhi

“vonkeperiood T, ja mingi tuntud inertsimomendiga I, kehaga (nait. ho-

mogeenne silinder) koormatud pendli vonkeperiood. I, ja D arvutatakse siis

» vbrmndisﬂstccmist: '
5T
Tc;z =47° —1% ,
o (19)
2 2
T5, .=4m —0—51
Asendanud siisteemi lahendi (vt. lisadlesanne D) valemisse (18), saame:
2 2
L=plesTle : (20)
/3 o+s _ To

Kui pébrdperi'ldel ise vdi uuntav keha ei ole simmeetrilised pendli ja
sellele kinnitatud keha tihise poordielje suhtes, siis peab poordtelg olema ver-
tikaalne (vt. lisatilesanne F).

5. Katseseadme kirjeldus

Toos kasutatakse Poolas toostuslikult toodetud katseseadet FPM-05.
Seadme pdhiosad on pddrdpendel ja fotoandur ning elektrooniline kell-loendur
vonkeperioodide arvu ja summaarse aja mostmiseks. Seade on kahes vaales
kujutatud joonisel 2.

Posrdpendel kujutab endast jéika raami 7 nihutatava horisontaalse
plaadiga 14. Plaadis oleva teravikuga kruvi 15 ja raami alumisel serval oleve
karni vahele kinnitatakse uuritav keha 12 (kehal on vastavad siivendid). Raam
on riputatud kahe pingutatud terastraadi vahele, 1aastav moment tekib traatide
vaindedeformatsioonil. Raam pingutatakse statiivil 3 olevate kronsteinide 4 ja
6 vahele. Kronsteinile 5 on kinnitatud fotoandur 9 aja ja vongete arvu moot-
miseks, elektromagnet 10 sisteemi algasendi fikseerimiseks ja touketz
vabastamiseks ning ringskaala 11 vonkeamplituudi hindamiseks. Magneti ni-
hutamisega terasplaadil 8 olevas ringpilus sagb scada raami algamplituud:
Elektrooniline kell-loendur on monteeritud statiivi alusele 2 kinnitatud kasti 1.
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Joon. 2. Katseseade. |

Kell-loenduri esipaneelil on neli surunupplilitit ja kaks numbertablood -
vongete arvu ja aja inditseerimiseks. Vorgulilit "CETDb" lilitab sisse kell-loen-
duri ja elektromagneti. Tablood nullistatakse nupuga "CBPOC". Raami
poorates viiakse osuti 13 vastu elektromagneti siidamikku; nii fikseeritakse
raami algasend. Nupp "[IYCK" lalitab magneti valja, osuti esimesel labiminekul
fotoelekirilisest andurist ldlitatakse t6ole kell-loendur. Et mdota n vonkeperi-

oodi summasrset aega, tuleb vajutada nupule "CTOIN", kui perioodide loenduri
tablool on seis n-1.



- 6.To6 kiik

6.1. Tootlesande (loe p. 1) taitmiseks maframe kdigepealt valemisse

(20) kuuluvad suurused T, ja 1,,, - tihja ja etalonsilindriga koormatud

poordpendli vOnkeperioodid. Valime taisvOngete arvu selliselt, et perioodi
" masramise suhteline viga ei tletaks elektronkella sisemise kvartsgeneraaton
Jubatud suhtelist viga 2 - 107, |

6.2. Moodame etalonsilindri inertsimomendi I, arvutamiseks vajalikud

suurused.

iz e - ;
Ay D, As 6.3. Mdddame poordpendli

| vonkeperioodi  1,, juhendaja
{ poolt antud katsekeha tsentraalsete
{ peainerisimomentide ja juhendaja
i

i

|

Ay : poolt  valitud  telje  suhtes

! : inertsimomendi miAramiseks.

N s E,_ , 6.4. Moodame juhendaja
2 1Y poolt valitud telje suunanurkade
a f ja y arvutamiseks vajalikud
pikkused katsekehal. Katsekehad
o e e oo ‘kujutavad risttahukaid (joon. 3);
' o kehal olevad sitvendid podrdpendli
%/‘ kinnitusraami kdarnide  jaoks
/ voimaldavad valida poorlemistel-
/ B, D, B, gedeks tsentraalseid peainertsitelgi,
Joon. 3. Katsekeha. dxagong 2le Ja Shmmesiiias
tasanditega  I0igele  diagonaale.
: Joonisel 3 on naidatud diagonaali
A;B4 suunanurgad taustsiisteemis, mille alguspunkt on massikeskmes C ja

koordinaatteljed on thitatud risttahuka peatelgedega. -
© 6.5. Arvutame mdddetud suurustest valemi (20) abil keha tsentraalsed

peainertsimomendid ja inertsimomendi juhendaja poolt valitud telje suhtes.
. 6.6. Arvutame viimatinimetatud inerisimomendi ka valemist (13).

Vordleme tulemust katsevigade piires.

6.7. Konstrueerime katsekeha tsentraalse inertsiellipsoidi 1oiked koordi-
naattasandites. (Valemis (16) on inertsikorrutised niiiid vordsed nulliga.) Uhe
neist 15igetest chitame punkt-punkti meetodil voimalikult tapselt millimeeter-
paberil, madrame scllelt inertsimomendi selle 16ike diagonaali suhtes (nait.
E,E; v81 DyD;, joonisel 3).

6.8. Kirjutame valja inertsitensori keha peatelgedega iihitatud koordi-
naadistikus (valem (8)).
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7. Lisaiilesanded

7.1. Enne prak_tikumi.

A. Defineerida punktmassi, punktmasside siisieemi ja jdiga keha inert-
simoment suvalise telje suhtes..

B. Milliseid teistjrku pindu on olemas?

C. Esitada valemi (11) detailne tuletuskaik.

D. Lahendada vdrrandisiisteem (19) ja tuletada valem (20).

E. Valemi (20) analiitisi alusel leida kvalitatiivselt, milline peab olema

suuruste /,, I ja I, vahekord, et I, mdotmistapsus ei oleks mitte viga madal.

F. Miks peab mittetelgsimmeetrilise pddrdpendli ja/voi katsekeha korral
pendli podrdtelg olema vertikaalne?

{
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