I OSA
PIDEV FORMALISM

§1. VORRANDID CARTESIUSE KOORDINAATIDES

1.1. Lahtevorrandid

Joon.1 HIRLAMIi piirkond Joon. 2 Piiritletud ala

Vorrandid ala sees, aaretingimused piirpindadel, algtingimused alghetkel

Algsed vorrandid Cartesiuse ristkoordinaatides

dv,

Jp

dv 0
G = WG~ fu+ Fy

dt
e /) g+ F.

kus vy, vy, v, — kiirus, g =9.81 m/s — raskuskiirendus, p, p — tihedus ja rohk, f =
2Q sin(p) — Coriolise parameeter, ) — Maa nurkkiirus, ¢ —geogr. laius (f ~ 107* 1/s
meie laiustel). fv, ja —fv, on Coriolise jou komponendid. D on 3d divergents:

ov ov ov
_D — xr Yy z
ox * oy * 0z




es — ideaalse gaasi siseenergia:
es = C,T

kus C, on isohoorne erisoojus (= 717 J/K/kg kuival ohul ja = 1408 J/kg/K veeaurul).
Lisaks vaja teada id. gaasi olekuvorrandit

p = RpT,

kus R on gaaskonstant (= 286.7 J/kg/K kuival ohul ja 461.5 J/kg/K veeaurul).

F.,F,, F,, Fr on sunnifunktsioonid (forcings), lihtsamates mudelites puuduvad (kuid
mitte HIRLAMis).

Algtingimused tuleb anda koigile suurustele millele on vorrandites ajatuletis.
Aiiretingimused
Adretmgimused all

(1). All on sisehoorde puudumisel libisemistingimus ja sisehoorde olemasolul klee-
pumistingimus kiirusele. Libisemistingimus on kiirusvalja v =(vg, vy, v,) ja aluspinna
normaali ristseisu tingimus. Kui aluspind antud vorrandiga

O(x,y,2)=0
siis see tingimus on

d P P
v-grad® = 0, ehk “w% +vyg—y+vzaa—z = 0.

[ainus koht kus kasutan kolmemootmelist gradienti grad mida tuleb eristada edaspidi
kasutatavast kahemootmelisest gradiendist V.|

grado

d(xy,2) =0

Joon. 3 Libisemistingimuse juurde
Erijuhul, kui pinnavorrand on
O(x,y,2) = h(z,y) — 2 =0,
kus h(z,y) on aluspinna korgus merepinnast, annab see

oh oh
(v)n = (Uw)haﬂL(Uy)ha—y-
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Kui on sisehoore, siis on aluspinnal kleepumine, mis annab

(va)n = 0, (vy)n = 0, (vz)p = 0.

(2) Lisaks on vajalik aluspinnal anda koikide evolutsiooniliste viljade normaaltuletiste
vaartused, muidu ei oskaks arvutada advektsioone, millest tuleb juttu edaspidi.

Ac’iretmgimused ulal

Need on tokestatuse tingimused

lim p=0, limp=0, lim(pv,) =0
Z—>00

zZ—r00 zZ—r00

Téistuletis (materiaalne e. Lagrange’i ajatuletis) d/dt on seotud liikuva elementaarse
(kuid makroskoopilise) gaasiosakesega

Joon. 4 Osake, trajektoor ja Lagrange tuletis

ja kirjeldab suuruste/viljade muutumist selle osakese sees

dA(z,y,z,t) aA(Jc,y,z,t)jL aA(x,y,z,)+ 8A(x,y,z,t)+ 0A(z,y, z,t)

dt - ot YT A T gy T,
ehk lihemalt A 94
T A(A
a = o WA

kus a() on (talle mojuva funktsiooni suhtes lineaarne) advektsioonioperaator

0A 0A 0A
&(A):—( +vya—y+vz—>

Ve o 0z
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1.2. Horisontaalse liikumisvorrandi alternatiivkujud

Kui korrutame v, ja v, vorrandid tihikvektoritega i, j ja liidame, saame vektorvorrandi

dv 1
— = — -Vp — fk F
" p D fkxv +
kus
V—i3+'2 v = iv, +ju F = iF, +jF

(Selles kursuses kasutatakse vektorsiimboolikat rangelt horisontaalses kontekstis.) Ad-
vektsioonilitkme valjaeraldamisel saame toodud vektorvorrandi kujule

ov

1
B =a(v) — ;Vp — fkxv + F

Advektsioon horisontaalkiirusele v esitub

. ov

a(v) = —v:-Vv — Vi -
Kuna kehtib (vt. hd. opikud)

v:-Vv = —VE — ¢k xv,

kus E ja & on horisontaalliikumise kineetilise energia tihedus ja pooris:

2 2
E = V—Zz L+%, ézk-rotv:%—a%,
2 2 ox dy

saab horisontaalse liikumise vektorvorrandi esitada ka gradient— ja poorisliikmeid gru-
peerides:

ov ov 1

See on juba kiillat 1ahedane HIRLAMis kasutatavale esitusviisile.
1.3. Hiidrostaatilise tasakaalu lihtsustus

Uks lihtsustus on juba varem tehtud: Coriolise joud on asendatud meie valemites
tema horisontaalkomponendiga. Niiiid tuleb teine oluline lihtsutus, mis on tehtud
HIRLAMi puhul: hiidrostaatilise tasakaalu approksimatsioon. Tulemusena lahevad esi-
algsed tapsed vorrandid tile nn. algvorrandeiks (Primitive equations).

Uldine vertikaalne liitkumisvorrand on kirja pandav kujul

dv, H 0p
=—g|l4+—— F,
dt g < * D 8z> +

kus



on reaalse atmosfaéri korgusskaala (~ 9 km). HS ldhendis saame

o _ »
0z H
Seega, HS primitiivvorrandid on
ov ov 1
— =—9y,— — VE — — — k F
5 Vg \% pr (f+kxv +
o__» (= —gp)
0z H
de d1
S T Fs
ATRRET
dp
— = —pD
a "
p = RpT

1.4. Veeaur, pilvevesi (udu), temperatuurivorrand ja virtuaalne temperatuur

Kui on veeaur ja udu, siis lisanduvad veeauru ja tilkvee transpordivorrandid

dg
L _F
dt 4
dg
a9

kus ¢, ¢ — veeauru ja vee mass massilihiku méarja 6hu kohta (nn. segusuhted, vt.
allpool), F' on aga taas vastavad sunnifunktsioonid (kirjeldavd veeauru ja tilkvee faa-
sitransformatsioone).

Kuiva 6hu ja veeauru segus (niiskes 6hus) kehtivad termodiinaamilised seosed (indeks
7d” —kuiv, "v” — méirg)
pa = RapaT , py = RypuT ,

Kogurohu jaoks saame siit
p=pa+py = (Rapa+ Rupy)T .
Kui tuua sisse kogutihedus p ja segusuhe ¢ seostega:
pP=pitpe, pPo = qp, pi=(1-q)p
siis on niiske ohu gaaskonstant ja erisoojused esitatavad
R=(1-qRi+qR,, C, = (1=q)Cpa+qCpy, Cp = (1 —q)Cpa+ qCpy
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Niisiis on need mitte konstantsed suurused vaid muutuvad valjad. Niiiid saame varasema,
olekuvorrandi
p = RpT

Samuti jaab jousse id. gaasi siseenergia valem
es = C,T

Virtuaalne temperatuur defineeritakse seosega

RT = R,T,
See voimaldab kirjutada olekuvorrandi ka kujul

p = RapT,
Seos T, ja T vahel on kirja pandav kujul

T,=(1+¢q/e —q)T = (1+40.609¢)T

kus e = R4/R, = 0.622. Tegelikult ei ole virtuaaltemp. jarele mingit vajadust ja ma
toon ta sisse ainult seetottu, et HIRLAM seda abisuurust kasutab.

Kui panna e definitsioon sisseenergia vorrandisse, siis saame C', soltuvust g—st arvesses
vottes temperatuurivorrandi kujul

dT p d1 1
= B B = —[F,~T(Cypy — Coa)F
@ o, r Cv[ ( a)Fol

Sellisel kujul tegelikult T' vorrandit vaja ei ole ja siia on ta toodud vaid illustratsiooniks.

1.5. Sfaarilised koordinaadid

HIRLAMi ala (kuid siiki mitte HIRLAM-E ala) on piisavalt suur, et Maa sfdérilisusest
tingitud koverjoonelist geomeeriat arvesse votta.

Pt o

Yy k(r) i) k()

Joon. 5a. Joon. 5b. Uhikvektorite
Sfaariline geomeetria teisenemine liikumisel



Et atmosfaar on ohuke, siis avaldub sfaarilisus ainult horisontaalsuundades, ja teeb ta
seda kahel viisil:

— muutustega gradient ja divergentsoperaatorites;
— baasvektorite {ey, ep, k} teisenemisest tulenevate lisaliikmete ilmumisega.

Teist effekti HIRLAM ignoreerib tailikult. Seda effekti ignoreerivad koik mudelid, v.a.
globaalmudelid pooluste lahedal, so. seal, kus koordinaatjooned kuhjuvad. Vastavad
lisaliikmed originaalsetes liikkumisvorrandites oleksid (paremale poole paigutatuna)

—(v,ux + vavgtgh)/a, —(v,ux — vitgh)/a, ja (vi+v])/a,
kus a on Maa raadius. Siin vy = v, = wu ja vsg = vy = v on piki paralleeli ja
meridiaani suunatud kiiruse komponendid. Toodud lisaliikmed on toesti vaikesed, kui 6
ei ole just pooluse juures voi lilkumise horisontaalskaala ei ole planetaarse mastaabiga.

Ja HIRLAM kasutab spetsiaalselt maaratud sf. koordinaate. nii et ala keskelt ldheb
labi koord.stisteemi ekvaator ja koord.siisteemi poolus jaab kaugele valjapoole.

Esimest effekti tuleb aga ikkagi arvesse votta. Seda tehakse seostega
dr = hxd\, dy = hpdf ,

kus hy, hg on meetrilied koeffitsiendid
hy = acosl, hg = a

Need seosed maarvad nii lineaarsed elemendid dz, dy sfaaril, pindalaelemendi dS =
dx - dy = hxhedAdf, kui ka gradiendi:

~of of _(of of\ ([ 10f 10f
Vf:eA% +e98_y: (%’8_11) = <h_)\57h_9%>

Veidi keerulisemad on valemid horisontaalsele divergentsile ja poorisele

v. . 1 ahg’U)\ 3h)\’l}9
VT hahe \ 0 Bl
é_ . 1 8h91)9 _ 8h>\1))\
"~ hahe o\ 00

Advektsioonioperaatorile saame avaldise

a

(004 wpdA  9A
(A)__<h_)\a+h_9%+vz§>



Kokkuvotvalt saab HS horisontaalse liikumise vorrandid niiid kirjutada niimoodi:

vy 10p
3t —(l(’l)m) pal. +fvy+F$7
ov R 10p
a—tfu = a(’uy) — ;3—y — f’l)m + Fy .

Vektorkuju ei ole siin enam voimalik, kuna horisontaalsed ithikvektorid ja horisontaalne
gradient et kommuteeru. Kiill saab aga soovi korral kirjutada horisontaalse liikumise
vorrandid alternatiivselt (vt. lk 4) sfadrilistes koordinaatides kujul mis ithtib Cartesiuse
koordinaatides kirjapanduga:

ov ov 1

ilejaanud vorrandid ei muutu tldse:

o _ »p

0z H
de d1

s __:Fs
a TPa,

dp

- — _ D

a7

p = RpT

Nii et varasem HS mudeli esitus sailub, modifitseeruvad vaid gradientide, advektsioonide
ja pooriste esitused.



§2. HfJDROSTAATILISED VORRANDID
ROHUGA SEOTUD KOORDINAATIDES

2.1. Uleminek réhukoordinaatidesse

Koige parem on lahtuda HS vorrandeist vektorkujul, ilma Lagrange’i tuletist lihtsuta-
mata ja advektsiooni valja eraldamata ning esialgu ka igausguste vihjeteta sfaarilisele
geomeetriale:

dv 1
= —2Vp — fk F
T pr fkxv +
de d1
s __:Fs
a TPa,
dp
- _— _,D
a P
p = RpT
__» (= —gp)
0z H '

Kasutades ara p ja z vahelise seose monotoonsuse, laheme siin ile koordinaatidelt
{z,y, z,t} komplektile {z, y, p, t}, vaadeldes koiki vélju uute muutujate funktsioonidena.
Horisontaalse kiiruse v, temperatuuri 7' ja sundide F, Fj definitsioonid jaavad paika,
samuti ei muutu tiheduse p tahendus, kuigi seda ei lahe enam vaja. Mis aga kaob, on
D; seda suurust on rohuruumis raske interpreteerida Selle asemele tuleb 3d divergents
rohuruumis, mis aga osutub nulliks.

Koige lihtsam on viimase vorrandiga, see poordub lihtsalt pea peale:

0z H

ap P

Suhteliselt lihtne on ka olukord Lagrange’i tuletise esitamisega:

dA 0A 0A
@t _ 9 s va .28
di or TV VAtwgs
kus
w—'—d—p
- P T g

on vertikaalkiirus rohuteljel (osakese nihkumiskiirus isobaarpindade suhtes).
NB! V on siin gradient isobaarpinnal!



Rohkem tood on horisontaalse rohujouga.

dz

dx

Joon. 6 Rohujou arvutuse selgituseks.

Kuna sama Az korral saame rohumuudu fikseeritud korgusel (vanades koordinaatides)
(0p). ja sellele vastava korgusmuudu isobaarpinnal (uutes koordinaatides) (Az), siduda

vordusega
op 1
A z = T A = —(A )
( p) 827( Z)p gp( Z)p
siis kehtib
P(VD)tavakoordinaadid = 9(VZ)rshukoordinaadid

Seega esimene vorrand laheb kujule:

dv
— = — Ve — fk F
7 © fkxv +

kus o(x, p, t) = gz(x, p, t) on geopotentsiaal.

Temperatuurivorrand. Siseenergia vorrandi kirjutame ajatuletisi imber grupeerides

kujul
d P w
3, s - - — = Fs
dt (e " p) p
RT

es+ L =C,T+RT=C,T,~% =w-—
P p p

Bt

Siis saame siit kerge vaevaga temperatuurivorrandi kujul

dI' w R

— =—=T+F
dt  pC, trT,
kus .
Fr = C_[FS_T(CPD_de)Fq]
p
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HIRLAM Manual toob siin sisse virtuaaltemperatuuri ja kirjutab selle vorrandi kujul

dT w K
R
& pltG_1)g v T

kus
H:Rd/cpd, 5:va/0pd-

Tihedusvorrand. Tihedusvorrandi saame kirjutada pidevuse kaalutlustest lahtudes
p-ruumi mateeriatihedusele p,

dp
W = P
kus 3
w
Dp = V-v + a—p

on p—ruumi 3d divergents (gradient V arvutet isobaarpinnall).

Et horisontaalne pinnaelement dS = dx-dy on koordinaatteisendusel z — p muutumatu,
siis on mateeriatihedused p, ja p seotud vordusega

ppldp| = pldz|
Kuna hiudrostaatikaseos annab
|dz| = gpldp] ,
saame
1
Pp = —
Py

Niisiis, HS litkumisel on rohuruumi tihedus konstant ja tihedusvorrand p,-le kodub
kokkusurumatus-( ehk pidevus-)tingimuseks

Oow
AV — = 0.
v+8p

See kokkusurumatustingimus on oieti ainus eelis, mis teeb rohukoordinaatide kasutamise
eriliseks.

Aluspinna rohuvorrand. Et integreerida hiidrostaatikavorrandit p—le (voi z—le, mis
on samavéaérne), on vaja teada alumist integreerimisraja ps(x, t). Selle jaoks kasutame
tingimust, et atmosfaari alumine piirpind ps peab liitkuma samamoodi kui osakesed selle
vahetus ldheduses (see on keskkonna pidevustingimus rohuruumi alumisel piiril):

dps
dt = (w)ps

11



Tegu on differentsiaalvorrandiga, mis tuleb lisada teistele evol. vorranditele. Kasutades
kokkusurumatustingimuse integreeritud kuju:

P
w = —/ V- vdp'
0

saame selle vorrandi peale moningast nikerdamist tuua kujule

3ps Ds B
BN + V-(/O vdp> = 0,

mis seost uhiksamba mass = gps arvestades ei ole midagi muud kui iile vertikaali inte-
greeritud massijaavusseadus.

HS VORRANDID P-RUUMIS. Niisiis, oleme saanud:

C(li—::—ch—kav+F
dT w R
R
dt  pC, i,

Oow
vVov i+ o
v+8p ,
op _ _gH (__ﬂ)
op p p

8ps Ps B
B + V-(/O vdp> = 0.

2.2. Vorrandid hubriidkoordinaatides

"Puhas” sigmakoordinaat on aluspinnarohule normeeritud rohukoordinaat:

Et ¢ muutub piirides nullist tiheni, siis on sigmakoordinaatides esitatuna integreerim-
ispiirkond alati risttahukas. Koordinaatpinnad rohuruumis on aga sarnased aluspinna
rohujaotusele.
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Paremaks kui sigmakoordinaate pee-
takse segakoordinaate (hiibriidkoor-
dinaate), mis aluspinna ldhedal on
nagu sigmakoordinaadid ja jalgivad
aluspinna rohukoikumisi, atmosfaari
iilakihtides aga on sarnased rohukoor-
dinaadile ning on seal horisontaalsed.
Ollakase seisukohal, et niisugused
segakoordinaadid peegeldavad parem-
ini atmosfaari tegelikku stratifikat-

Joon. 7. Hiibriid-koordinaat- siooni. Sellised hiibriidkoordinaadid
on ka HIRLAMis kasutusel.

pinnad rohuruumis

HIRLAMis (nagu ka ECMWF-is) kasutatakse o asemel 7-t. Teeme seda meiegi edaspidi.
Hiubriidkoordinaate voib vaadelda puhta rohukoordinaadi

p = pi(n) = n-po,  po=1000mb

ja puhta etakoordinaadi

p = pa(n) = n-ps(x, 1)

kaalutud kombinatsioonina

p = p(mpi(n) +[1—puln)lp2(n) = An) + B(n) - ps(x, t)

kus u(n) on positiivne, iihest viiksem funktsioon, mis saavutab vaartuse iiks iilapiiril,
pn(0) = 1, kahaneb korguse kahanedes (n kasvades) monotoonselt ja muutub nulliks
alapiiril, (1) = 0. Enamasti u(n)-t ilmutatult sisse ei tooda ja antakse funktsioonide
Aja B

A(n) =ponu(n) ,  B(n) =nl — u(n)]
vaartused. Ainus asi, mis me peame iildkujul tleminekuks teadma, on see, et p =

p(n,x,t) on alati ja koikjal 7 monotoonne funktsioon, nii et eksisteerib loplik nullist
erinev (positiivne) tuletis dp/on.

Teisendus hiibriidkoordinaatidesse on analoogiline eespooltehtud teisendusega taval-
istesse p—koordinaatidesse.
Taistuletis esitub

dA 0A .0A

CA_92 v varqid
a oo TvVVATIG,

kus 7 on 7 muutumiskiirus liikuvas osakeses (w analoog).

13



dp P+Ag

prdp —_—dx

9

Joon. 8. Horisontaalse rohujou hiibriidkoordinaatesituse
tuletuse juurde

Kuna nihkele Az vastav geopotentsiaalimuut rohutasandil, (Ay),, ja isoeta-tasandil,
(A¢p),, on seotud valemiga (vt. joon.8)

D

(A)p = (Ap)y = 5 (AP

siis saame hudrostaatilist seost arvestades

(Ve)p = (Vo)y+9H(Vinp), .
Seega horisontaalliikumise vorrand saab olema

((11—: = —Vo—gHVInp — fkxv + F

Siin koik funktsioonid on soltuvad xz,y,n,t-st, ja gradient arvutatakse fikseeritud n
korral.

Temperatuurivorrand ei muutu, kui oleme suutelised esitama w teadaoleval kujul
uute véljade kaudu (tuleb hiljem).

Toome sisse hubriidruumi massitiheduse m. Et p ruumis oli tihedus konstantne, siis
voime m samastada dp/dn-ga (HIRLAM manual kasutabki seda téhist meie m asemel):

op
m=—.
o
Hiidrostaatikavorrand teiseneb niitid kujule
op _ _gH
on p
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Pidevusvorrand. Natuke rohkem vaeva tuleb naha pidevustingimustega.

Tihedusele m kehtib tildine vorrand (oleks saadav ka teisendamise teel p ruumi kokkusu-
rumatustingimusest, aga lihtsam igal juhul kirjutada tildistest kaalutlustest 1ahtudes):

dm on 1 Ohgvy  Ohyvg
D, Dy=V-v+ 2l V. -
a = M Py=Vovag . Ve hghk< ox o0

[Kuigi see pole oluline niikaua, kui piirdume tildiste téhistega horisontaalsetele vektor-
operaatoritele, eeldame siin ja edaspidi kogu aeg, et tegu on sfadrilise geomeetriaga.|
Toodud pidevusvorrandist on tuletatavad koik vajalikud toovorrandid. Koigepealt, me
saame pidevusvorrandi timber kirjutada divergentsel kujul:

%—T—FV-(mv)—F%:O.

Integreerime selle vorrandi ile 7. Kui votta arvesse, et

1
/ mdﬁ:ps,
0

on tulemuseks vorrand aluspinnarohule

1
Ops :—V-/ mvdn .
0

ot

Teise vajaliku seose — vorrandi w—le — saame, kui kui diferentseerime m definitsiooni
ajas (Lagr. tuletis) ja vahetame tuletiste votmise jarjekorda

dm ddp 0dp Ov v on Op

At dton  ondt  on P onon

Asendades siin vasema poole pidevusvorrandist ning paremal dp/dt w-ga ja dp/dn m—
ga, saame peale moningat lihtsustamist

9,
8—n(w—v-Vp):—V-(mv).

See on diffvorrand suurusele w, mida vajab temp. vorrandi parem pool. Kasulik on
selle vorrandi integreeritud vorm. Integreerime ta n jargi loigul [n,1], siis saame seost
(w—v-Vp)p=1 = Op,/0t abiks vottes

_ Ops
Ot

1
w +V-Vp+/ V- (mv)dn
n

Siin oleks voimalik ajatuletis paremal ellimineerida varemtuletatud vorrandi abil, et aga
HIRLAM Manual seda ei tee, siis jaitame meiegi asja nii nagu on.
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Lopuks tuletame diagnostilise seose ka 7-le. Selleks integreerime pidevusvorrandi di-
vergentset vormi 16igul [n,1]. Kui arvestame, et 7, = 0, saame
Lom

ot

n

1
mn = dn +/ V- (mv)dn
n

Esimene integraal on teisendatav:

Lom o [top 0 Op \ Ops
_ = — —d = — s — — ]_ - .
/77 7 7 (ps — ) ( 8ps> 5

Seega

Seejuures dp/dps = B(n) on teadaolev suurus.

2.3. HS mudel hubriidkoordinaatides: kokkuvote

Kui tuletatud vorrandeis kasutada horisontaalse kiirusvalja advekstiooni esitust £ ja E
kaudu (vt. lk. 8), saab nad kirjutada siisteemina

ov ov

Vv o_ kxv —poy _ E)— gHVI F
5 (f+okxv L Vip+E)—gHVinp +
oT oT w R
e vvT - Y R
dq .0q
9 _ _ S
ot~ Vo Ve g, Tl
dq .0q
Y _y.ovg -2t R
ot aQ 778 + I
9 _ _gH
on p
Ops !
-V d
B i mvdn
8ps ! /
w= +v-Vp+ | V-(mv)dy
ot .
Op '\ Ops !
—(1- d
mmn < 3ps> 9 . V- (mv)dn



om omn

Viimane vorrand — pidevusvorrand — ei kujuta endast kiill iseseisvat vorrandit, kuna m
on teiste valjade teadaolev funktsioon, kuid tema kaasamine on otstarbekas ja vajalik
mitmel juhul (néiteks bilansside tuletamisel).

Kirjeldatu on sama siisteem, mida kasutab Manual. Et saada tapselt sealne kuju, on
vaja

— Kirjutada hor. liikkumisvorrand komponentides;

— Kasutada gradiendi, divergentsi ja & esitust sf. koordinaatides;

— Asendada F-liikmed koikjal P + K-liikmetega;

— Asendada gH = R4T, ja RT/C, = xT,/(1 + (§ — 1)q).

— Asendada meie poolt kastatud nurkkoordinaadid A ja 6 vastavalt z ja y—ga.

Toon siin vaid horisontaallliikumise vorrandi komponentides

ou ou 1[0 Olnp]

i g Lo B)+gH Fy .
5 (f +&v S T _aA("0+ )ty o + F)
ov .Ov 1[0 Olnp]
SN e — — | (p+ E)+gH | +
5 (f+&u "o T _89(<p+ ) +9H—, _ + Fy

2.4. Energiabilanss

EB on vajalik korrektsete diskreetsete skeemide saamisel. Et konstrueerida oiget ener-
giabilanssi diskreetsel juhul, on vaja teada kuidas seda teha pideval juhul.

Vaatame energiabilanssi kineetilise ja potentsiaalse energia summale
g = E —|— e, e = CpT

Siin e on tegelikult termodiinaamiline funktsioon entalpiatihedus, mis p-ruumis
kannab potentsiaalse energia rolli (geopotentsiaal ei kuulu siin erinevalt tavaruumist
energiatiheduse avaldisse). £ avaldis ei sisalda praegu varjatud ehk latentset energiat,
mis on atmosfaarsel veeaurul potentsiaalselt olemas ja mis vabaneb kondensatsiooni
kéigus (hetkel ei ole seda vaja).

Atmosfaari koguenergia on

1 27 w/2 1
E:/dS/ dnmgz/ d)\h,A/ d9h9/ dn mé
s 0 0 )2 0
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ja selle muutumiskiirus on

dE 8m5
Ty 8t dS/ dn m& = /dS/ .

Kasutades liikumivorrandeid, saab £ jaoks (ja iildse suvalise suuruse jaoks, mis on
atmosfadri kirjeldajaviljade teadaolev funktsioon) kirjutada bilansivorrandi

omé om.J]
o Ve =,

A87

Siin defineeritud uute suuruste konkreetne sisu tuletatakse liikumisvorrandeist. Kui see
ajatuletise avaldis panna integraali, siis esimesed kaks divergentsi annavad pindintegraali
ja kirjeldavd energiamuutumist siisteemis voo tottu labi piirpinna, viimane liige annab
vaadeldava vélja (kaesoleval juhul energia) tekke voi kao ala sees. Kui A = 0, siis
stisteemi energia on jadv suurus. [Nagu juba 6eldud, bilansivorrandi voib kirjutada
igale/suvalisele keskkonnas (vaadeldavas alas) madratud suurusele. Vihe on aga neid
suurusi/vélju, mille integraalid on jadvad.]

Tuletame esmalt E ja e bilansi eraldi. F bilansi saame, kui korrutame v vorrandi
skalaarselt hyhgmv—ga

oF

oF 0 0
hgh,\mﬁ = —hgh)\mna— - m (hgv,\ B3 + h)vg 39> (QO + E)

oA

liidame sellele vorrandile hyhgE—ga labikorrutatud pidevusvorrandi

om _E <8h9mv>\ N Ohxmug 8m7'7>

—RTm (hgw\2 + hyvg §9> Inp 4+ hghymv - F

EZ —
hohx 9% X 20 + hohy o

ja peale sobilikke grupeerimisi (tdisdivergentside kokkupanemist) jagame tulemuse taas
hahe—ga

omE onmkE
o Y. (mEvV) —
py V- (mEvV) on

—mv-(Vo+ RTViInp) +mv-F .

[Meetriliste koeffitsientidega hyhg korrutamine ja siis jagamine on abioperatsioon mis
ei ole kohustulik, kuid teeb asja lihtsamaks.] Siit on naha, et E voog on puhtal kujul
materiaalne tilekanne (substantsionaalne voog)

Jp=Ev, J1 = nE

allikad on aga joudude poolt siisteemi kallal ajaiihikus sooritatud t66 (s.o. joudude
voimsus = kiirus korda joud):

Ag =-mv - (Vo+ RTVInp) + mv-F
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Analoogiline on entalpiabilansi tuletus. Ainult veidi detailirohkem: kuna lisaks tem-
peratuurivorrandile ja pidevusvorrandile on vaja kaasata ka isobaarse erisoojuse C),
vorrand, kuna see on veeauru funktsioon [ise me enne C), ja T' lahutasime temperatu-
urivorrandi tuletamisel, aga osutub, et energiabilansi seisukohast on see ebaratsionaalne
tegevus|. C, vorrandi saame lihtsasti ¢ vorrandist, kui paneme téhele, et

Cp = Cpa + (Cpv — Cpa) q -
Siin ainuke mittekonstantne vali on g. Evolutsioonivorrand C)-le saab olema

oC. )
3—tp:—v-VCp— i + FC’

Kui korrutame selle vorrandi hyhgmT-ga, temperatuurivorrandi hyhgmC)—ga ja pide-
vusvorrandi hyheCpT—ga, liidame saadud tulemused litkmeti, siis saame peale lihtsus-

tusi i
ome onme

T —V - (mev) — on

Tulemus on analoogiline varasemaga (ja kinnitab viidet, et igale suurusele saab tuletada
standardse bilansi). Liites selle vorrandi E omaga, saame

+mERT + mF, .
D

om& onmé
W ——V-(mc‘fv)— Tn‘f‘B‘FmFg .

kus
T
B:—mv-ch+mRT<%—v-V1np> :—mv-Vgo+mR7(w—v-Vp)

Liige mF¢ kujutab (energia £ suhtes) viliseid allikaid (sisehoore, soojusallikad) ja voib
iildse puududa. Aga B peab kas teisenema taisdivergentsiks voi andma nulli, vastasel
juhul ei oleks energiabilanss korras (kineetilise energia ja entalpia summa ei siluks isegi
véliste allikate puudumisel). Kasutades hiidrostaatilise tasakaalu vorrandit ning ositi
differentseerimist, saame

B:—mv-Vgo—g—::(w—V'Vp):

Op(w —v - p) 0
————+ e |V-(mv)+ —(w—Vv -V

o p |V - (mv) a# p)
Viimane liige nurksulgudes on w avaldisest tulenevalt null. See nulliks muutuv osa
kirjeldab vahetut kineetilie energia transformatsiooni entalpiaks antud ruumipunktis
(kompensatsioonimehhanism). Seega on B téisdivergents:

=~V (mpv) -

B=—V- (mgv)— aso(wa;n‘fp)
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Siin olev voovektor kirjeldab seda osa enrgiast, mis kineetilise energia ja entalpia vas-
tastikustel iileminekutel ei kompenseeru, vaid kantakse antud ruumipukti(st) materi-
aalse voona kohale/minema.

Koguvoo jaoks saame
Je=(p+&E)v, T =(p+ &)

Potentsiaalne energia, mis ei osalenud energiamaarangus, osaleb siiski energiavoo
definitsioonis ja energia materiaalses transpordis.

2.5. Liikumishulga momendi bilanss

Litkumishulga moment = impulssmoment

Vaatame pideval juhul tsonaalse voolamise vorrandit hiibriidkoordinaatides

du . Ou 1 [8 Olnp

= e — — | —(p+ E)+gH
5 (f +&v S T oyt E) +gH—

| +5.

Kui siin loobuda &, F kasutamisest ja poorduda tagasi tavaesitusse, saame

[Siin on tehtud vorreldes tapse vorrandiga ldhend, millest oli juba juttu eespool (vase-
male peaks lisama v,u — u?tgf/a), aga HS mudelis see ei ole kriitiline lihend.] Kuna

d2Qacosb

fv=2Qsinf v =2Q0sinf af = — r

siis saame siit vorrandi absoluutse impulssmomendi (absoluutse, kuna sisaldab ka Maaga
kaasapoorlemisest tingitud impulssmomenti)

= u + 2Qa cos b

jaoks

o Oop 1 (0¢p RT Op
3t+v Vp,+nan— I <3A+ » a)\>+F/\

ehk divergentsel kujul (impulssmomendi bilanssivorrand)

onmp m(% RT@p)

ol \ox T p o

omys
W +V- (vmp,) +

Selle vorrandi integreerimine 7 jargi kaaluga m (s.o.: intgreerimine rohuruumis) annab:

L Tomu 1 (Y /0¢ RT dp !
it } - = Tt F
/0 [ 5 +V (vm,u)] dn e o <8)\+ p 3)\> mdn+/0 mFy dn
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1 Ops o ' op 1
_ L (p 0 [ Op F
I <"0 N "Oand"> +/0 mE dn

Esimese paremaloleva integraali teisendamiseks on kasutatud hiidrostaatikavorrandit.
Selle bilansi integreerimine iile sfaari toob kaasa taisdivergentside kadumise ja paremal
jaavad alles liikmed, mis kirjeldvad atmosfaari kui terviku impulssmomendi muutumist
esiteks, igasuguste dissipatiivsete hoordejoudude F’ ja teiseks, interaktsiooni tottu pla-
neediga. [Tulemuseks on atmosfiéri ja Maa impulssmomendi vastastikune vahetus, mis
toob kaasa 66paevapikkuse koikumised.] Edasiseks on aga oluline, et kehtib siinkasu-
tatud integraalne samasus

V7o RT Op Ops o [t op
[ G5+ 5 a) mar=—eGi 455 [ open

See on iiks seos, mille kehtivust hakkame noudma ka diskreetsel juhul, et saada impulss-
momendi bilansi sailumist seal.
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