IT OSA
HIRLAMI DIFERENTSSKEEMID

§1. TOPELTVORK

1.1. Topeltvork

Terminoloogiaga siiani probleeme:
i: vork, vorgustik, vore, vorestik. Mat. Leks. annab siin koordinaatvork, vork.

ii: Staggered grid ehk Arakawa C-grid: Mat. Leks. ei iitle midagi. Otsetolge oleks
"vankuv vork”. Olen pakkunud e.k.-ks vasteks nihutatud vork, kuid praegu kaldun
terminite topeltvork ~ C—vork poole.

Ala on hiibriidkoordinaatruumis ristkiilik mootmetega L;,, kraadix Lj,;kraadi x 1, sest
ala ulatus sihis 7 on rangelt iks: 0 < n < 1.
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Joon.1 Integreerimispiirkond Joon. 2 Integreerimispiirkond
tavalises ruumis hiibriidkoordinaatides

Topeltvorgu korral on hiibriidruumi piirkond jaotatud Nj,, X Nyt X Njep, rakuks
mootmetega

AN, = AN = Lion/Nion , A8; = A0 = Ligt/Nigr , An; = Anp =1/Nje, .

Rakkude lahutuspinnad, mis on ka koordinaatpinnad, moodustavad iihe koordi-
naatvorgu, mille indeksid on kokkuleppeliselt poolarvulised

7’+1/27 iZO,Nlon, .]+]-/27 jZOaNlata k+1/27 kZOaNlev-

Teine koordinaatvork moodustub koordinaatpindadest, mis labivad rakutsentreid.
Kokkuleppeliselt on see koordinaatvork indekseeritud taisarvuliselt

ia 1= laNlonv j7 jzlaNlata ka kzlaNlevv

nii et osakese asend on téielikult iseloomustatud tema tsentriindeksite kolmikuga {ijk}.
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Joon. 3a Joon. 3b
Topeltvork horisontaaltasandis Topeltvork tsonaaltasandis

Joonistel 3 on toodud topeltvorgu asetus horisontaal- ja tsonaaltasandites. Meridion-
aaltasandis on pilt analoogiline.

Joon. 4

N Uy T P B Viljade paiknemine HIRLAM;i
topeltvorgul.

I | Vi o Klassikaline topeltvork on selline,
e + ey e es

:; AN — ik kus skalaarvaljade vaartused antakse

‘T &

|

osakese tsentris ja indekseeritakse
Rik+ 12 Gijis 12 taisarvuliselt, vektorvaljad antakse

i aga komponenditi erinevatel raku-
wij _ Tk G Gik tahkudel ja indekseeritakse nihutatud
k

Nijkr 12 koordinaadi jargi poolarvuliselt.

HIRLAM-i puhul on klassikaline paigutus skalaarvaljadel T', q, q;, ja kiirusvektori kolmel
komponendil u, v, 1. Paris rangelt HIRLAMis sellest reeglistikust siiski kinni peetud ei
ole ja rohk p ning geopotentsiaal ¢ on antud vertikaalsihis nihutatutena allapoole, raku
alatahu keskpunkti. Sellise paigutuse on ECMWF kasutusele votnud juba ~ 1980 (vt.
Simmons ja Burridge, 1981 edaspidi SB), HIRLAMon sealt oma pohiskeemi téielikult
kopeerinud.

Seos p ja dimensioonitu hiibriidkoordinaadi n vahel, mis pideval juhul oli
p(CL‘, Yy, n, t) = A(ﬁ) + B(U)PS(X» t) )
annab diskreetsel juhul, poolarvulistel tasemetel (osakeste lahutuspinnal) seoseks

Pijkt+1/2(t) = Apg1/2 + Brg1/2psi(t) -
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[Kuna A ja B on analiiiitilised ja kiillat lihtsad n funktsioonid, siis ei oleks raske anda
ka p vadrtused osakeste tsentrites, aga HIRLAM ei tee seda, vaid eelistab interpoleerida
poolarvulistelt tasemetelt.]

1.2. Diferentsvalemid

Mis on topeltvorgu eeliseks? Haltiner & Williams viitavad asjaolule, et topeltvork
saab paremini hakkama ujulainete kirjeldamisega. Topeltvorgu matemaatiline trump on
aga selles, et parempoolsete diferentsskeemide rakendamisel annab skaalarvalja gradi-
ent vektorvilja, mille vaartused on lokakiseeritud just seal, kus vektorvéilja komponen-
did lokaliseeritud peavad olema, s.0. vastavate ”allavoolu”tahkude tsentrites. Uhtlase
voresammu tingimustes (konstantsete Az ja Ay korral) saame:

<%> _ Aigi1jk — Aijr (%) _ A1k — Aijk
O i+1/2,5k Az 7 Ay ij+1/2,k Ay ’

<%> _ Aijigr — Aije
on ijk+1/2 An

Analoogiliselt, vektori {A®, AY, A"} divergents esitub tihtlasel vorgul

<8A”” n 0AY N 8A’7> B
ox dy on ik

— A?

H A A} A ijk—1/2

; L — A” . AY — AY. .
i+1/2,5k i—1/2,5k 4 ij+1/2,k ij—1/2,k + ijk+1/2
Ax Ay An

Tanu topeltvorgule ja kirjeldatud divergentsi—gradiendi asendite vaheldumisele onnestub
efektiivselt suurendada sama valjapunktide arvu korral diferentsskeemi tapsust just
nagu oleks kaks korda suurem véljapunktide tihedus (sisuliselt opereerime keskdifer-
entsidega, mistottu skeemi ruumiline tapsus on II. jarku tapsus). Mitte koiki valju
ei onnestu ( voi pole otstarbekas mingitel muudel kaalutlustel) kirjeldatud klassikalise
skeemi jargi solmedesse paigutada. HIRLAMi puhul on anomaalsed p ja . Sellisel juhul
tuleb kas anomaalsetele (nihutatud) skalaarviljadele seada vastavusse ka anomaalsed
(nihutatud) gradiendid v6i — mida tuleb sagedamini ette — tuleb eelnevalt keskmistades
nihutada anomaalsed skaalarid rakukeskmetesse, mis (nagu igasugu keskmistamine)
vahendab tapsust.

Tegelikult ei ole koordinaatsiisteemi koveruse tottu Az, Ay sugugi konstandid. Ho-
risontaalkoordinaadid merepinnal rahuldavad seoseid

x =acosO\ = hy(0)\,
y = af = hyf
mistottu osakese {i, 7, k} tsentri geograafiline koordinaat on
i = hxijNi s i ; = heijt
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(tegelikult on meetriliste koefitsientide soltuvus indeksitest palju tagasihoidlikum:
h)\ij = h)\j = CLCOS@j, h@ij = hg = a) ning

Azii1/25 = Tit1,j — Tij = haig AN

Ayijy1/2 = Yij+1 — Yij = heij A0 .

Horisontaalse gradiendi diferentskomponendid on seega

<%> _ A1k — Aijr (%) _ Aijri ke — Aiji
O i+1/2,5k AZipr25 Ay ij+1/2,k AYij+1/2

Kui nuid tuua sisse standardne diferentsoperaatori tahis

OaFiji = (Fit1/2,56 — Fic1y2,56) /AN, 6Ly = (Fijr1/26 — Fij—1/2,6)/ A0

Siis on asjadefineeritud gradiendi komponendid

) — = 5AA7’ gk _59147’ K .
{ ( 9T / i y1/2,5% dy ij+1/2,k} hoxij T1/2:9 heij it1/2

Analoogiliselt, horisontaalne divergents esitub diferentsoperaatori kasutamisel

1 Ohgu 3h_,\1)]} 1 . L
( Vi {h/\ha [ oA 99 |Jix  haigheis [0x(how)iji + o (hrv)iji]

Siin diferentsvalem eeldab, et hgy ja u on antud samas poolarvulise indeksiga {i+1/2, j, k}
punktis ning analoogiliselt, hy ja v on antud punktis {i,j + 1/2,k}. Horisontaaljoon
suuruse kohal tahendab siin ja edaspidi keskmistamist indekiga fikseeritud suunas:

= FiapptFipge =0 Fijg—i20+ Fijrien =0 Fijr—172, + Fijkt1y2

Vertikaalse diferentsina kasutab HIRLAM definitsiooni
AFiji = Fijiy1/2 — Fiji—1/2 »

s.0. Arn-—ga jaetakse 1abi jagamata. See on tingitud sellest, et tegelikult vaadeldakse
koiki vorrandeid vertikaalsuunas 16igul Ay integreerituna kaaluga m (kuidas see toimub,
saame naha edaspidid).

Viljateeorias kasutatakse (jaavuste kontrollil jm.) samasust
V- (SV)=8V-V+V.VS§,

kus S ja V on suvalised skaalar- ja vektrovali. Uhedimensionaalses ruumis, kus skaalar
ja vektor iihtivad, taandub see paris tavaliseks funktsioonide korrutise diferentseerimise

reegliks: - o 55
o5 o TV ()
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Aanaloogilised asjad on vajalikud ka diskreetsel juhul. Siin aga sailub jaotumus skaal-
riteks (tdisarvuline indeks) ja vektoriteks (poolarvuline indeks) ka ithemotmelisel juhul.
Seetottu on paarisvorgust tingituna kaks voimalust soltuvalt sellest, kas soovime saada
tulemuseks skaalarit voi vektorit. Vaatame valemi (*) analooge molemal juhul koordi-
naadi A suunal.

Divergents vektori ja skaalari korrutisest. Tahistan skaalari ja vektori vastavalt
Si ja Viy1/2- Defineerin jargmised skaalarid

_ 1 _ _
oA (SV); = B(Siﬂ/zviﬂ/z — Si—1/2Vic1y2)
Vierjz — Vi
(S6xV)i = Si “/QM Lz
S 1
(VorS)i = 5(‘/1'—1/251—1/2 + Vit1/2Si41/2)

Siis (*) skalaarne analoog on
oA (SV)i = (S0rV); + (Vr9); -

Skaalari ja vektori skalaarkorrutise gradient. Pideval juhul on raske leida selle
diferentsvalemi analoogi, seal on vektori ja skaalari korrutis alati vektor ja selle gradient
on tensor. Diskreetsel juhul aga on voimalik moodustada skaalari S; ja vektori V1 /2

baasil skaalar S;(V); = S;(Vi—1/2 + Vit1/2)/2 ja votta sellest gradient.
Defineerides jargnevad vektorid

1 _ _
OA(SV)it1/2 = <~ (Sig1Vig1 — SiV3)

AN

S 1
(SoAV )iq172 = Q(Si(s)\vi + Si416aVit1)

Sit1 = Si
(VorS)iz1/2 = ‘/i+1/2+Ai)\

saab kirjutada o
ON(SV)ix1/2 = (SOAV )ig1/2 + (VOrS)iy1/2 -



62. VERTIKAALNE DISKRETISEERIMINE

Igas kihis k£ loeme viljad vertikaalisihis ligikaudu konstantseks. Ainukesed suurused,
mille puhul konstantsuse noue on lubamatu, on konvektsiooni kirjeldavad litkmed 7'7%
(X — suvaline vali) kuna need sisaldavad vertikaaltuletisi, mis voivad kiiresti muutuda.

2.1 Pidevusvorrand, vertikaalkiirus ja aluspinna rohuvorrand

Integreerime pidevusvorrandi 16igul [n;_1 /2, Mk41/2]. Saame

0A .
afk ==V - (viilApi) — A(1m)
kus
Ne+1/2 Nk+1/2 8})
Apy = / mdn = / 8—d77 = Pr+1/2 — Pk—1/2
Mk —12/ Nk—12/ n

on (dimensiooniga konstandi tdpsusega) gaasi mass kihi £ tihikulise ristloikega vertikaal-
silindris, ehk, mis on ekvivalentne, selle silindri ruumala p—ruumis, ja

A(m)i = (pm)kg172 — (4m)k—1/2 -

(7m) 41,2 madramiseks (olgu deldud, et 7 ei esine HIRLAM mudelis kusagil ilma kor-
dajata m) diskretiseerime pideva avaldise

- dp \ Ops /1
mn = <1 3ps> 9 + . V- (mv)dn

mis annab
8}) Nlev
(mn) 4172 = (1—Bk+1/2)8—ts + > V-(viApr), kus 0 < k < Nlev,
k'=k+1

ja Bjyy1/2 on defineeritud p ja n vahelise iileminekuvalemiga (vt. eespool). Kuna
By = 0, Bniev+1/2 = 1, annab see valem aluspinna rohuvorrandi rahuldatuse
eeldusel korrektsed aaretingimused vertikaalkiirusele

(mi)12=0, (m))Nieviy2 =0 .

HIRLAMi algoritm rakendab vertikaalkiiruse leidmiseks rekurrentsi, mille saab, kui
toodud valemist tasemel £ + 1/2 lahutada sama valem tasemel k — 1/2:

. ) Ops
(M) k=172 = (MM gt1/2 + ABka—pt + V- (viiApy) .
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Siit jareldub seos (mida HIRLAM skeem kiill ilmutatult ei vaja)

) Ops
A(nm)g + V - (viApg) = —ABy 3pt ,
mistottu 9A 9
Pk Ps
=AB
ot R ot

Summeerides selle vorrandi k£ jargi 1-st Nlev-ini, kasutades asjaolu, et le\”ev ABy =1,
ja vottes appi diskretiseeritud pidevusvorrandi, saame

Nlev Nlev

Ops 1 OhgurApy ~ Ohyvi Apy
= — . A == —
ot kz::l V- (Apevi) Ny kz::l [ ox o6

See on evolutsioonivorrand aluspinna rohule vertikaalselt diskretiseeritud mudelis.
Samale tulemusele jouame pideva juhu vorrandist

Ops L
=-V- d
5 /0 mvdn

lahtudes. Eelnevaga iihtiva diskreetse vorrandi saame, kui loeme kihi £ sees integrandi
konstantseks.

2.2. Vertikaalse advektsiooni divergentne diferentsskeem

Vertikaalliikme 0(f9m)/dn diskretiseerimine méérab ka teiste vorrandite konvektsiooni-
litkmete diskretiseeringu vormi, mis peab sailitama bilansivorrandeid voimaldava struk-
tuuri.

Vaatlen vorrandi
0X 00X

— =-Vv- VX —i)—+ A,
ot~V Tyt
baasil. See on toodav pidevusvorrandi abil divergentsele kujule (bilansivorrandiks)
omX anmX
— =-V- X) - A
5 (vimX) an +mAx

Samasugune bilansikuju peaks sailuma ka diskreetsel juhul. X vorrandi vertikaalselt
diskretiseeritud vorm on keskmistus n jargi ule kihi &

00X} 0X
ZF v VX, — (p=—
ot Vk \V4 k (77 877

i+ Axg
Divergentse bilansi saamiseks Xj—le korrutame selle vorrandi Apg—ga ja liidame talle
Xi—ga korrutatud vertikaalselt diskretiseeritud pidevusvorrandi:

0Apr X .0X .
% = —V . (Akaka) — Apk(na—n)k — XkA(mn)k + AXk



Vastavalt piistitatud tingimusele peab olema

0X ) )
Apk(na—n)k — X A(mn) = A(mnX)g

Siit jareldub tldine eeskiri

.0X 1 ) i
(ﬂa—n)k = IA [(mn) kg1 y2( X1 — Xi) + (M) p—1/2(Xp — Xp—1)] =
p
- L( 'AF)"
-~ Apy i ke

See on taiesti tldine algoritm. Tema kasutamisel saab horisontaalse liikumise ja tem-
peratuurivorrandi kirjutada kihtides k keskmistatuna kujul:

0 .0
% = — (f+ &)k x v, — <778—V> — V(e + Ex) — RT,,(Vinp), + Fy
N/
0Ty, .0T w R
= v -VT. — | n=— ——T F
ot vie: Vi (77377>k+<p0p >k+ e

Et neid kasutada, peab oskama arvutada ¢y, (Inp)g ja (w/p)g vadrtusi nii, et diskreetses
mudelis jaaks kehtima poordmomendi ja energiajaavusseadused.

2.3. Geopotentsiaali ja rohu diskreetsed algoritmid

Geopotentsiaalivorrand

Op RT
T _ T m
on p
on diferentsiaalides
dep=—RTdlnp

ja annab diferentsskeemi
Agok == —RTkA(lnp)k

kus kooskolaliselt vertikaaldiferentsi definitsiooniga
A(lnp)x = Inpry1/o — mpp_1/0 = n(Pry1/2/Pr—1/2) -
Toodud diferentsvorrand on sisuliselt rekurrentsskeem (nii nagu koik diferentsvorrandid)
Or—1/2 = Prt1/2 + RIA(Inp)s .

HIRLAMis on spetsiifiline algoritm kasutusel ¢ arvutamiseks vahepealsetel taisarvulistel
tasemetel. Tavapérase P, asemel kasutatakse algoritmi

Yk = Prt1/2 + g RT}

8



kus

akzl—}MA(lnp)k, k=2 Nlev ja «a;=1In2.
Apy,

Kindlasti pakub huvi selle interpolatsioonivalemi saamine. Ta on kasutusele voetud SB
poolt (1981) ECMWF mudelis ja HIRLAM on selle lihtviisil adapteerinud. Kasutades
ara asjaolu, et pp—de valikul on teatav vabadus, noutakse, et pideva impulssmomendi
bilansi juures kehtinud seos

V7o RTOp ops O [' Op
/0 <a+75> A== ox T Jy Pon™

sailiks voimalikult ehedal kujul ka diskreetses mudelis:

Nlev

3g0k RTk apk 8ps 0
3 App = —0s 0+ 2N oA
2 < o T on on ) CPET TP T o 2 YrEPE (+)

(NB! toodud valem ei ole diskreetsel juhul samaselt rahuldatud!). Et vajalikku tulemust
saada, otsitakse vahetasemetel rohulogaritmi kujul

(Inp)r = Inpgi1/2 — ok
ning sellega kooskolaliselt

Ok = Pry1/2 T ap(RT)g
Seejuures seos ¢—le pohitasemetel on standardne, nagu eespool (lk. 7) toodud, ja see
arvutatakse poolarvuliste p vaartuste kaudu

Prt1/2 — Pr—1/2 = —(RT) In(pry1/2/kr—1/2)-

Osutub aga, et kui need avaldised panna (*) vasemale poolele sisse, siis ka koige pare-
mal tahtmisel ei saa me parempoolset (ega isegi sellelihedase struktuuriga) avaldist.
Seeparast SB lahendavad teist liiget vasemal poolel valemiga

Opr—1/2 N 0Apy,
O\ oM

RT;, Opy, .
— — " Api. = RT. | A(l
or O pr = R k< (Inp)g

()

ja selle uldistusena lahendavad nad ka vastavat liiget liikumisvorrandis

RT RT;,
— = —= |A(l _ A !
< 5 V;D)k Ay [A(Inp)eVpr—1/2 + axr VApg) (#+)

Kui asendada (*) vasemal poolel teine liige (**) abil, saame ¢y, ja @1 /2 rekurrentsvale-
meid rakendades ja pérast lilkmete iimbergrupeerimisi tépselt (*) parema poole. Niisiis.
peab rakendama approksimatsiooni (**) ja vastavalt kohendama ka (*) vasemat poolt:

Nlev Nlev
O, Opr—1/2 0Apr\| dps =~ 0
; { o\ Apy + RTy, <A(1np)k ) =¥ T oy 2 i Apy,

(% * x)



Muus suhtes on « valik vaba, st. niipea kui votame omaks approksimatsiooni (**),
hakkab PM seadus (***) kehtima igasuguse « korral. SB soovitavad « valida nii, et
puhtal sigamakoordinaatmudelil iihtiks (*) tavapédrase o—mudeli avaldisega

P OA Pk = ps OA

Siin ps = PNiev+1/2 on rohk aluspinnal. Vajalikke tingimusi rahuldav avaldis a-le on
seesama, mis juba varem sai toodud:

_ Pr—1/2
Apy,

**7)

Pannes selle (**’)-sse, saame liitkumisvorrandi vastava litkme jaoks approksimatsiooni

RT 1 — Pr—1/21 _
<—Vp> — RT\V [Pk+1/2 NPg+1/2 — Prk—1/2 0 Pr—1/2
k Apy,

ning jareldusena

_ Prt12npriiy2 —pr—12npr_1)o

1 = -1
(np)k Apy,

Siin —1 avaldise lopus on integreerimiskonstant, mis garanteerib oige piirvaartuse Apg
— 0 korral.

2.4. Temperatuurivorrandi energiavahetusliige

() == (5)
Cp p /4 kkpk

diskreetsest kujust (ligikaudsest vaartusest tasemel k). Selle suuruse diferentsanaloogi
saamisel lahtume energiajaavuse seadusest ja nouame, et kineetilise ja potentsiaalse
energia bilanss oleks tasakaaluline. Vajaliku tingimuse saime juba pideval juhul ja
diskreetsete liikumis- ja temperatuurivorrandi (vt. lk. 6) vordlus pideva juhuga niitab,
et analoogiliselt pideva juhuga on vajalik suuruse

Jutt on litkme

w
B = —Apgvg - Vo + App RTy <;> — AppRTyvy - V(lnp)g
k

redutseeritavus taisdivergentsiks, s.o. kujule

B =V - a;+ Ab .

Miéngida selle eesmérgi saavutamiseks saame ainult (w/p)g valikuga, koik teised suu-
rused on juba paika pandud. Seejuures lahtume tema tapsest pidevast kujust

w _ 1|9
p plot

1

+V-Vp+/

n V. (mv)dn’]
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1 [Op, !
= [3}) +/ V-(mv)dn'] +v-Vinp
n

T plot
Osutub, et sihileviiv on siin lahenduse kasutamine
Nlev
w A(lnp)k: 3ps /Bk;
Z) = V- (Ape v Pk (A (1
<p>k Apy, ot +k':zk:+1 (Aprvi) +Apk (Aprvy) + Vi (Inp)g

kus

Br = A(lnp) — ag .
See on Manuali esitusviis. Kui asendada siin dp, /0t aluspinna rohu tendentsivorrandist,
saame alternatiivkuju

k—1
w)  A(lnp)g o
(p ) ) = Ay k,z::l V- (Appvie) Ay V- (Appvg) + vi - V(lnp)g

Veendume, et see esitus toob suuruse B taisdivergentsele kujule. Selleks teisendame
asjatoodud valemi abil kaht viimast liiget B avaldises nii:

Apk(RT)k (%) — Apk(RT)ka . V(lnp)k =

k
k—1
—(RT)kA(lnp)k Z V- (Apk:ka) — (RT)kakV : (Apkvk)
k'=1

Kui kasutada siin Inp ja o avaldamiseks ¢ rekurrentse (vt.kaks viimast valemit lk (7)),
saame edasi teisendada

= AR A + Ort1/28 Ak — 0V - (Aprv)

kus
k—1

Ap =Y V- (Appver)
k'=1
Lihtne on kontrollida, et kehtib

AgApr + Orp1/28A = Aby
kus b on vektor—tiiiipi (poolarvulise indeksiga vorgul defineeritud) suurus
bit1/2 = Aps19k41/2 = Crt1/2V - (Appvi).

Seega oleme saanud lihtsa valemi ( sobib nii "algebra” jaoks kui ka tegelikuks w— liikme
arvutuseks)

w
Apy(RT)y, (;) — App(RT vy, - V(lnp)r = Abg, — @iV - (Apgvy)
k

Pannes selle tulemuse B avaldisse, saame
B = Aby — V- (Aprprvi)
Niisiis, B on toesti taisdivergents.

Sellega on vertikaalne diskretiseerimine lopule viidud.
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3. HORISONTAALNE DISKRETISEERIMINE

3.1. Aluspinna rohuvorrand, pidevusvorrand ja vertikaalkiirus

Aluspinna rohutendentsi vorrandi saime vertikaalis diskretiseeritult kujul

ot kz::l V- (vidpr) = “hahy &= N 90

Kui tahame minna diskreetsele kujule ka horisontaalsuunas, peame siin interpoolima
Apy, rakutsentrist tema kiilgtahkudele, kus paiknevad u ja v vaartused

ngk Aini\lle,k
I
' k-1/2

k
k+1/2 Valemite selgituseks. Ap ja tema

Joon. 5

A-sihis interpoolitud vaartus Ap .

Kui tuua sisse abivektorid

Uit1/2,5k = (AD)i1/2 jkWit1/2,5k » Vijr1/2,6 = (AP) i1/ kUij+1/2,k »
saab taielikult diskretiseeritud aluspinna rohuvorrandi kirjutada

Nlev

3psi'
s 5.
k=1
kus .
(V-V)ijr = i) [0x(hoU)iji + 06 (hAV )iji] -
ij

Peab iitlema (sellest oli juba juttu ka eespool), et niisugune maarang rikub siimmeetriaid,
kuna labi on korrutatud erineva vorgustiku objektid h ja V. Viga see ei pohjusta ja
h—de aeglase muutumise tottu ei ole ka oluline, aga tegelikult peaksid selles vorrandis
olema ka hy ja hg keskmistatud poolarvulisele vorgule. Naiteks voiks seda kenasti teha
defineerides abivektorid

A 6
* _ * _
i+1/2,5k = (hQAp)iJrl/z,jk“iJrl/Z,jk ) Vz‘j+1/2,k = (hAAp)ijJrl/z,kUin/z,k .
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Pidevusvorrandi kolmemootmeliselt diskretiseeritud vorm tuleb valida eelnevaga
kooskolaliselt. Vertikaalis oli see vorrand juba diskretiseeritud ja siin midagi ei muutu,
horisontaalis tuleb aga V - (Apgvy) asendada #sjadefineeritud diskreetse analoogiga
(V- V)ij:

OApijr

ot

Korrutades selle 1abi (hehy)ijr—ga, saan pidevuvorrandi nn. ”tihedusele” 7, mida (ja
mille mitmesuguseid variatsioone) on vaja energiabilansi késitlemisel

= —(V - V)ijr — A(m)ij

87ri]-k

ot = _5}\(h0U)ijk — (59(h)\V)ijk - A(h}\hﬁﬁm)ijk

kus
Tijk = (hah)ij Apijk -

Vertikaalse kiiruse avaldis

. dp '\ Ops /1
mn = <1 3ps> 9 + . V- (mv)dn

annab eelnevaga analoogiliselt

Nlev
. 3psi'
(mn)ijk+1/2 = (1 — Bk+1/2) 8t] + E (V 'V)ijk’ , kus 0 < k < Nlev ,
k'=k+1

ja Bjyy1/2 on defineeritud p ja n vahelise iileminekuvalemiga (vt. eespool). Kuna
By = 0, Byiey+1/2 = 1, annab see valem (aluspinna réhuvorrandi rahuldatuse
eeeldusel) automaatselt

(mn)iji2 =0, (Mm0)ijNievy1/2 =0 .

HIRLAMi algoritm rakendab rekurrentsi, mille saab, kui toodud valemist mn-le tasemel
k + 1/2 lahutada sama valem tasemel k — 1/2:

. . 8psi'
(m1)ijk—1/2 = (MA)ij k4172 + ABg c’)tj + (V- V)ijk -

3.2. Skaalari advektsioon, temperatuurivorrand

Vaatame skaalari advektsiooni vastavalt vorrandile (vertikaalis juba diskretiseerimine

tehtud)
00Xk .0X
= (i)
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kus vertikaalne liige on eespol juba paika pandud ja on siin vaid metodoloogilistel kaalut-
lustel ( et ei peaks pidevusvorrandit vertikaalliikme osas nudima hakkama). Et skaalar
on antud taisarvulise indeksiga solmedes, siis naeb tais-diskreetne vorrand valja ni-
imoodi: 5 5
Xijk .0X
S (v VX - (0 (+
ot ” on ), ik

ja kogu probleem on taandunud liikme (vi - VXy);; Oigele kisitlusele. Votame selle
avaldise tuletamisel taas aluseks X bilansivorrandi divergentse vormi sailumise ho-
risontaalsel diskretiseerimisel. Kasitlus on taiesti analoogiline vertikaalsel juhul aren-
datud mottekaikudega. Nimelt nouame, et X bilansi diskreetne kuju tuleks eeltoodud
vorrandist lahtuvalt

Siin ,
— 6
[V (VX)]ijk = 77— [0x(heU X" )ijk + 0o(haV X )ijk
(hohy)ij

(mitte unustada et U ja V on Ap-ga labi korrutatud kiirus!).

Kui liita Ap;jr—ga korrutatud vorrandile (*) X;jr—ga korrutatud (diskreetne) pide-
vusvorrand, siis saame avaldise, mille vordlemine (**)—ga niitab, et divergentse ad-
vektsiooni kuju sailumiseks peab olema

1

v-VX),., = ———
( )z]k Apijk

[V - (VX)lijr — Xije(V - V)iji]

1
— Apiji(hahe)ijk
B Xijk
Apijk(hrhg)ijk

Sarnaste liikmete iihtekorjamine annab loplikuks tulemuseks

—\ 0
Ox(hoUX " )ijic + 00 (VX )ijn

[0x(RoU )ijk + 06 (haV )iji]

1
“9E T Apijk(hahe)ijk

(v -VX)

——A A ——0 o
(thp ud X > + (h)\Ap v0g X )
ijk ijk

1
— Apijk(hahe)ijk

[(W*)_.

ijk

+ (hAV(Fng)ijk]

Temperatuurivorrand. Saadud advektsiooniliikme esitus lubab kirjutada tempe-
ratuurivorrandi (vt lk. 6) iisna traditsioonilises vormis:
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Kogu nipp on selles, et koik imarsulgudes olevad suurused tuleb arvutada vas-
tavalt eespool kirjeldatud spetsiaalsetele diferentsalgoritmidele. Olen siin kasutanud
lithendatud indekseerimist, markeerides vorrandi ees punkti indeksi, mille on esitatud
koik imarsulgudes olevad avaldised. Nii naiteks

T e
{ijk} : (R )—RJ’“ ik
Cp

Edasiseks energiabilansi analiiisiks on soovitav esitada temperatuurivorrand ”tihe-
dusega”

Chijk

Tijk = (haheAp)

ning teguriga Cp;;i labikorrutatult kujul

ijk

{ijk} : (ch)% = —(wCp) [(v -VT) + <ng—z;>] + (B¥) + (Fr) .
kus b“ esitub kooskolas p. 2.4 (vt lk. 12) tulemustega kujul
by s (5 = (R1) () (£) = Alwna) +

SE—Y ) — —
(RTAp) [hgudx(p)” + havdg(inp) | = () [5x(uhgAp") + Sp(vhrAp")
3.3. Kiirusvilja vorrand

Selle saamiseks kirjutame kiirusvélja vektorvorrandi k—ndas kihis (vt. 1k 6) komponen-
tides, kasutades I osa p. 2.3—s toodud malli (T osa, 1k.17):

0 1 1|0 o(1

% = [(f+&vlk ~Ape (mﬁAu")k— N |:5(<)0+E)k + (RT)ki(;l)\p)k] + Fxp -
0 1 : 1[0 o(1
—;tk = — [(f +&ulx " Apn (mnAv")k— Ty {%(SOﬂLE)kJF (RT)k%] + Py,

Tegemist on igas kihis £ kahemootmeliste valjadega, mis on A, 6 funkstsioonid. Seeju-
ures on u ja v teada—olemas igas suvalises punktis, s.t. — nad on korraga antud tihes
ja samas ruumipunktis. Horisontaalselt diskretiseerituna on nad aga antud erinevates
ruumipunktides, indeksitega vastavalt i +1/2, 4,k ja i,7 + 1/2, k (vt. joon. 6).

Vij+ 12k
+ Joon. 6
jru2 | Kiiruskomponentide vorrandite diskre-
Ui o U tiseerimine horisontaalis. Kiiruse
i oo 2L ik . .
J | komponendid on lahku nihutatud.
_ *Yi-ﬂzk Samades punkides tuleb anda ka
j-u2 i _ kiirenduste ja joudude komponen-
i-1/2 i i+1/2 did.
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See lahkunihutamine teeb vektorvorrandite diskreriseerimisalgoritmi skaalarvorrandi
juhuga vorreldes tunduvalt keerulisemaks. Horisontaalne diskretisseerimine v kompo-
nentidele tuleb teha nii, et jaaks kehtima kineetilise energia bilanss. See tahendab kolme
asja:

(1) kineetilise energia advektsioon ja konvektsioon peavad olema divergentsed, s.o., esi-
tuma mingi voo divergentsina;

(2) Coriolise joud ei tohi teha t66d;

(3) kineetilise energia produktsioon peab olema tasakaalus entalpia muutumisega.

Et aga kineetiline energia on moodustatud poolarvulise indeksiga suurustest, siis voib
ta paikneda (soltuvalt kasutatavast diskreetsest algoritmist) entalpia suhtes nihutatult
ja bilansi saamiskes tuleb samadesse punktidesse interpoolida ka tiheduse analoog Ap
ja selle vorrand. Nii toimivad Haltiner ja Williams (1980) (Edaspidi HW). Naiteks on
neil u vorrandi tendentsiliige (HW, k. 232)

8 U
ot (APi+1/2,j,k“i+1/2,j,k> =

kus tiheduse rollis on

—

—
i1/2.5k = <h9hAAp >'+1/2 .
7 ’J7

Siin sisemine kahesuunaline keskmistus annab suuruse, mille molemad horisontaalin-
deksid on poolarvulised, {i+1/2,j+ 1/2}, teine keskmistus toob aga selle suuruse taas
taisarvulisele teisele indeksile j, s.0. — tapselt sinna, kus paikneb u. Kokku on selle tihe-
duse puhul tegu keskmistusega iile kuue naaberpunkti. Et lihtsustada bilansi analiiiisi,
kasutavad HW (lk. 235) samasust

OAP"u?/2 QAP  u2 AP
ot " ot 2 ot

Analoogiliselt, v jaoks defineeritakse tolle asukohas paiknev tihedusfunktsioon
v —
APz’,j—H/Z,k = | hohrAp
i,j+1/2,k

Kuna nende tiheduste evolustioonivorrandid tuleb analoogiliste keskmistustega tuletada
Ap vorrandist, on kogu kasitlus kiillalt kohmakas.

HIRLAMis on mindud teist teed ja defineeritud kineetiline energia skaalarina

1 1 /—— 1 /——b
b= 3o ), ()
ik 2|:h9¢j uhe z’jk+h>\¢j v ijk

Nende skeemi puhul bilansivorrandi tuletamisel E—le ei tule keskmistada Ap vorrandit,
see—eest aga tuleb keskmistada u ja v vorrandeid.
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Toon siin, peale seda uldist juttu, vastavad liitkumisvorrandid nii nagu nad on HIRLAMi
skeemis (Manual, 1k. 2.9 — 2.10).

. . 0 1 —p——— 1 _ 1 — n

{i+1/2,5,k} 3_7: = :ZQV}D\M—: [5)\(@ +E)+ RT)\(S)\ lnp] —j/\mnAAu +Fy,
h h Ap

.. 0 1 x—— 1 S 1 — n

{i,j+1/2,k} : 3—: = —raZAUhg/\e—rg [59((,0 + E) +RT959 lnp]—jgmngAv +Fy ,
he he Ap

kus

. . 1 ————\0 —8 —X
[i+1/2,j+1/2,k} 7= ——— [Th™ + 67" v) = 597 w)|

h)\h,gAp

Kommentaar. Analiiiisima ma toodud HIRLAM-vorranded u—le ja v—le praegu ei
hakka, minu kogemust mooda ei ole nende tuletamisel kuigivord jarjekindlalt kinni pee-
tud topeltvorgu skaalar—vektor loogikast. Vahetud katsed tuletada siit korrektset ener-
giabilanssi ei ole olnud edukad. Kuni ei ole originaalallikaid, kus valitud skeem oleks
selgitatud ja kommenteeritud, peame leppima asjadega nii nagu nad on (numbriline
skeem ju t66tab). Juhin vaid tdhelepanu monele vastuolulisusele (minu arvates). Sell-
eks, et toodud vorranitele ehitada korrektne energiabilanss, tuleb nad eelnevalt labi ko-
rrutada ”tiheduse” m mingi taisdikreetse analoogiga. Toodud vorrandite vaatlus naitab,
et selliseid tihedusi on (analoogiliselt HW mudeliga) kaks

ja nad on vastavalt
(i+1/2,,k} : 7 =T he Bp,

(i, +1/2,k} : 7 =Tox he Bp .

(indeks * on selleks, et edaspidi mitte segi minna analoogiliste ilma térnita suurustega).
Minu arusamist mooda on voimatu saada nii defineeritud tihedustele korrektset pi-
devusvorrandit. Selleks, et saada korrektset energiabilanssi, peaks defineerima uued
(ligikaudsed) pidevusvorrandid mis ei ole saadavad tépse m—vorrandi keskmistustena,
kuna

W“*;&ﬁk7 TU* 7&?9 .

Niisiis, korraga oleks kasutusel kolm esinevat, liksteisega mitteseotud tiheduse maarangut:
iiks skaalarvaljadele ja iiks kummalegi kiirusvalja komponendile.

3.4. Alternatiivne diskretiseerimisskeem kiirusvorrandeile

Illustreerimaks kuidas minu arvates korrektne horisontaalne diskretiseerimine toimuma
peaks, ja et anda aimu, milliseid asjaolusid ja fakte tuleb seejuures silmas pidada, toon
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jargnevas ithe skeemi, mida tildjoontes samal kujul on kasutatud numbriliste meso-
mudelite NH3D ja NHAD (moélemad olemas Toraveres) puhul. Arvan selle olevat liht-
saima ja loogiliselt koige korrektsema.

Korrektne energiabilanss on koige jargneva aluseks. Totaalne energia kujutab (I osa, lk.

17) integraali
1 27 /2 1
E:/dS/ dnmé’z/ d)\/ d0h>\h9/ dn mé&
s 0 0 —/2 0

Diskretiseeritult vastab sellele summa

Nlev Nlam Nthet

E = Z Z Z higheij ApijkEijk

k=1 i=1 j=1

voi midagi analoogilist (voimalikud on keskmistused iile iiksikute korrutiseliikmete).
Téahtis on, et siin esineb energiatiheduse ees tegurina tiheduse rollis suurus hx;;hoi; Apijx
ja kui rakendame energiale ajatuletist, siis mojub see ka sellele tegurile. Sii jareldub,
et bilansivorrandite tuletamisel on kohe soovitatav lahtuda oige tulemuse saamiseks
vormist, kus "tihedus” hyhgAp on vertikaalselt diskretiseeritud versioonis kui mitte
ajatuletise alla sisse viidud, siis ajatuletise ette tegurina kiill. Niisiis, korrutame lk 16
alguses toodud kiiruskomponentide vorrandid suurusega hyhgAp:

ou S
h,\hoﬁpka—: = hahoAp[(f +&)v]l — hahg (mﬂAun)k
0 o(1
— hoApg | =—(p+ E)i + (RT)kM + hahe Apr g -
o\ o\
ov S
hxheﬁpka—: = — hahoApi[(f + &ulr — haheg (mﬂAvn>
k
0 O(ln
— haApyg {%(90 + E)k + (RT)k%] + hxhgApg Fop. .

Horisontaalsel diskretiseerimisel pevad need avaldised iile minema vektorobjektideks
asukohaga vastavalt {i + 1/2,j,k} ja {i,7 + 1/2,k}. Selleks tuleb vektorid lasta olla
seal, kus nad on, skaalartegurid tuleb aga keskmistamise abil ”vektoriseerida”, s.o.,
nihutada poolarvulise indeksiga solmedesse.

See annab:

n

) ) »O0u A A
i+1/2,5,k: =« i hahoAp[(f +&)0°]  — hahemn Au

— thp)\(S)\(go +FE)-— thpRT)\(S)\(lnp) + 7vF)y .

]

0 5
ij4+1/2,k: w v _ — haheAp[(f + €)@ — Tixhgmn Aw

Chad
ot
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— h,\Apgég(go +FE) - h)\ApRT%g(lnp) + 7' Fy .

kus N 9
m T T A v —
Tiv1/2,5.k — h)\hﬁApi—i-l/Z,j,k T j+1/2,k — h/\hﬁApi,jH/Z,k

Pange tdhele: f + ¢ Coriolise jou koosseisus eeldatakse olevat skaalar (rakutsentris).
Sinna nihutatakse ka vastavad kiiruskomponendid selle jou avaldistes ja alles seejarel
nihutatakse kogu kupatus vastavasse vektori solme asukohta.

Saadud vorrandid ongi otsitavad 1opvorrandid. Tarvis on aga ikkagi veenduda, et tegu
on ka energeetiliselt korrektse skeemiga. Tuletame esmalt abivorrandid tihedustele 7%
ja mv. Selleks korrutame diskretiseeritud pidevusvorrandi (lk. 14 alguses) hyhp—ga ja
keskmistame (”vektoriseerime”) vastavalt suundades A ja 6:

. . on" —— —% —
{i+1/2,j,k}: 5 = ~OalheApiu) —de(halp v) — Alhahemi)’)

orv E— 0 — 0 4
el —0x(heAp u) — dg(haAp v) — A(hxhgmn )

Kui siin korrutame esimese tihedusvorrandi u?/2-ga kohal i + 1/2, 5, k ja liidame selle
u—ga korrutatud u vorrandile, siis saame kineetilise energia u—komponendile bilansi

{i,7+1/2,k}:

{i+1/2,5,k)}: 5Ty =" - B"Y — B"A _ B" _ B 4 un"F) .
Analoogiliselt
. 0 vvz v vC vA v v v
{i,7+1/2,k}: g 5:—0 — B" — B — B — B’ + yn"Fy .

Siin Coriolise jou poolt arendatav voimsus kirjeldub litkmetega

(+1/2,5k}:  C% = ulhaheAp[(f + 7] ) .

(i +1/2.k): O =o(hahedpl(f + 7] ) .

jargmised kaks liiget kirjeldavad kineetilise energia konvektsiooni ja advektsiooniga seo-
tud kineetilise energia transporti

——— 2
(i+1/2,j,k}:  BYC = uhrhgmi) Au + %A(mhgmﬁ*)

2 A

{i+1/2.5.k} s B = uhgAp 0\E + o <5A(h9ApAu)

———
—f-(SQ(h)\Ap ’U) )

—R— 2
(] +1/2,k}:  BYC = vlhixhgmn Av +%A(h,\h9mﬁ9)
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2 0

6
{i,7+1/2,k}: Bv4 = Uh,,\Ap O0gFE + — ((A(thp u) + 59(h,\Ap9U) >

ja lopuks on liikmed, mis kirjeldavad rohujoudude t66d (F-liikmeid ei pruugi siinses
kontekstis olla ja neid ei ole ka tarvis analiilisida).

{i+1/2,7,k}: B¢ = uthpA(S)\(p , DB"P= uthpRTA(S)\(lnp)

{i,7+1/2,k}: BY? = Uh,\Apg(Sggo , B = Uh,\ApRT959(lnp)

Analiitisime saadud bilansse.
Coriolise jouga seotud liikmete kadumine. C" ja CV kompenseeruvad naaber-
punktides. Et selles veenduda, on mugav kasutada samasust

Z Vz’+1/2§¢+1/2 = Z Sivi

Siin voivad otstes kiill tekkida vasema poole iimbergrupeerimisel kompenseerimata liik-
med, aga neid ei ole naiteks, kui vektor ja skaalar muutuvad summeerimispiirkonna ot-
stes nulliks. Sel juhul on toesti samasus, muudel juhtudel saame aga ikkagi raakida kahe
esituse samavaarsusest (ekvivalentsusest) summeerimisel iile sisepunktide, tdhistades
seda niimoodi:

Vit1/2Siv1/2 = SiVi (*)

Selle ekvivalentsusseose abil saame kirjutada

1—1—1/2 7,k — U’z]k[h’Ah’gAp(f + é)]ljkvmk ’ A j+1/2 k — ’U”k[h)\h,gAp(f + é)]ljku’z]k

millest on naha, et C* - CV = 0 toepoolest vahemalt koigis sisepunktides.

Kineetilise energia vertikaalne transport. See on seotud liikmetega B“C ja
B¥C. Et need liitkmed annavad tdepoolest vertikaalse voo divergentsi diskreetse vormi,
jareldub samasusest

2
%Aak + ukaAun = Aby,

kus
bkt1/2 = Qpq1/2UkUk+1

ning a rollis on u—komponendil h)\hgmﬁA ja v komponendil h)\hgmﬁg (viimasel juhul
tuleb muidugi v asendada toodud valemis v—ga).

Kineetilise energia horisontaalne transport. kirjeldub liikkmetega B*4 ja Bv4.
Kui neis avaldistes esimesele litkmele rakendada ositi diferentsimist (vt. viimane valem
k. 6), saame

(i+1/2,4,k}:  B"A =6\(uhgAp E) — B™,

A 2

A
B"* = —E6A(uh9Ap/\) + — ((k(thp u)

+ 69 (haAp v) >
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(i,j +1/2,k}: B =dy(vhnAp E) — B,

0 2 0

B = —Esg(vhndp) + % <5>\(h9Ap/\u)

+ dg(haAp v) >

Siin esimesed litkmed on juba voo divergentsi vormis, liikmed B"* ja BY* aga kom-
penseeruvad (annavad nulli), kui valida kineetilise energia tihedus F vajalikus vormis.
Selles on kerge veenduda, nihutades neid ekvivalntsusseost (*) kasutades raku tsentrisse

.Y
* - TTATA u? A A
BY = {—E&\(uthp )+ 5 (5A(h9AP u) + 0 (haAp U)>}
ijk

9
* - 0 U2 A AL
BV = {—E59(1)h)\Ap )+ 5 (5,\(h9AP u) + g (haAp ”)>}
ijk

Nende kahe avaldise liitmine annab samaselt nulli, kui valime

Nagu naha, erineb siintoodud kineetilise energia maarang HIRLAMi omast. Niisiis
B'A = 5, (uhgAp E), B = §(vinisp E) .

Rohujoudude t66. See kirjeldub B*¥, B¢, B*P ja B abil. Energiabilansi analiiiisiks
on siin tarvis appi votta ka entalpiavorrandi energialiige lehekiiljelt 16, kirjutades selle
kujul
{i,j4,k}: (BY) = A(hghnbg) + BP" + BPY — B¥* — B¥"
kus N 0
BPY = (RTheAp)udx(Inp) , BPY = (RThyAp)vdg(Inp)

B?" = (p)ox(uheAp™) , B?" = (p)dp(vhaAp) .

On naha, et B*? = BP" ja B"? = BPY mistottu need liikkmed summeerimisel
iile ala sisepunktide kompenseeruvad, mis vastab kineetilise energia ja entalpia vas-
tastikusele tasakaalustatud transformatsioonile. Vastavad ¢-liikkmed aga teisenevad
taisdivergentsideks. Nii naiteks voime esmalt rakendada ekvivalentsi

A

w . I
B = @ox(uhgAp )i+1/2,j,k

ij

mispeale lk. 5 toodud valemite abil jareldub
u u . —AA

B + Bi—fl/z,j,k = ox(puhoAp~ Jig1/2,5k -

Analoogiline on toestus vastavate v—liikmete jaoks.
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