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DISKREETSE MUDELI INTEGREERIMINE� EULERi ESITUS

Kui liikumisv�orrandid esitavad tendentid �kseeritud ruumipunktides�

�u�x� t�

�t
� R�x� t�

siis r�a�agitakse et v�aljav�orrandid on antud Euleri muutujates�esituses� Kui v�orrandid

on antud kujul

du�x� t�

dt
� S�x� t�

siis on tegu Lagrange�i esitusega� Evolutsiooniv�orrandite ajaline integreerimine on erinev

Euleri ja Lagrange�i esitustes� Levinum on Euleri esituse kasutamine� Aga Lagrange�i

esitus on muutumas populaarseks ja v�oib Euleri esitusel baseeruvad integreerimis	

skeemid tulevikus v�alja t�orjuda� Selles peat�ukis vaatleme d�unaamikav�orrandite ajalist

integreerimist �tulevaste seisundite prognoosimist� Euleri muutjates�

x�� ILMUTATUD INTEGREERIMISSKEEMID

���� Lihtsaim ilmutatud skeem

J�argnevat skeemi kutsutakse ka Euleri skeemiks �aga tal ei ole mingit p�ohjuslikku seost

eespoolr�a�agitud Euleri esitusega��

Topeltv�orgu s�olmedes on antud prognostiliste muutujate tendentsid �terminoloogia

j�argib numbrilise meteoroloogia k�onepruuki�� N�aiteks kiiruse u
komponendi muutu	

miskiirus �u��t on antud s�olmedes fi � ��
� j� kg v�orranditega

fi � ��
� j� kg �
�u

�t
� Ru

kus Ru on u v�orrandi parem pool� Suurust Ru nimetatakse ilmutatud d�unaamiliseks

tendentsiks� Ta on teadaolev suurus antud ajahetkel� Edaspidi vaatamegi muutujat

u� kuigi r�a�agitu on �oige mistahes topeltv�orgu punkis antud mistahes evolutsioonilise

muutuja kohta�

�



Ilmutatud skeem seab algv�a�artusele ut vastavusse prognoositava v�alja samas punktis

hetkel t � �t

ut��t � ut �Rt
u�t �

Prognoosiks on vaja teada h�udrod�unaamilisi v�alju �uhel ajatasemel t � tn � n�t� Sel	

liseid prognoosimudelieid nimetatakse �uhe ajataseme e� �uhetasemelisteks skeemideks�

u

tt∆

Fig� ��

Integreerimine Euleri ilmu	

tatud skeemiga� Skeemi t�apsus

on madal� Prognoositav k�over

ei v�ota �kurve� korralikult

ja libiseb naabertrajetooridele�

Tegu on esimest t�apsusj�arku skeemiga �tema viga � �t� edaspidi� O��t��� Miks ja

kuidasmoodi viga kiiresti kasvab� on n�aha jooniselt ��

���� Tsentreeritud ilmutatud skeem �Leapfrog�

Ilmutatud Euleri madal t�apsus on tingitud sellest� et ta kasutab vaskpoolset diferentsi�

l�ahendades �
�u

�t

�t
�

ut��t � ut

�t
�

Tunduvalt t�apsema II j� skeemi t�apsusega O��t�� saame� kui kasutame tsentreeritud

diferentsskeemi �
�u

�t

�t
�

ut��t � ut��t


�t
�

mis toob arvutuseeskirjale

ut��t � ut��t �Rt
u
�t � ���

Kui t�ahistada �HIRLAM Manual kasutab siin t�ahist �tu
t
� aga kuna me ajaskaalas

poolarvulisi tasemeid ei kasuta� siis v�oime ilma segadust kartmata de�neerida tsentreeri	

tud ajadiferentsi ilma igasuguste keskmistusteta siintoodud viisil�� siis saab tsentreeritud






ajadiferentsiga evolutsiooniv�orrandi esitada ka kujul

�tu � Ru �

u

t∆ t

Fig� ��

Integreerimine tsentreeritud skeemiga�

Esimene samm tehakse Euleri mee	

todil� Edasi toimub prognoosimine

��ule �uhe� nagu n�aidatud alumisel jooni	

sel� Tulemusena moodustub kaks murd	

joonelist trajektoori� mis ei tohi aga

teineteisest eemalduda� Et seda saavu	

tada� kasutatakse t�aiendavat ajalist si	

lumist�

Tegemist on kahetasemelise skeemiga� selleks et arvutada ut��t� peab teadma nii

l�ahtev�a�artust ut��t kui ka vahev�a�artust ut� mida on tarvis Rt
u arvutamiseks� Et saada

alguses esimest vahev�a�artust u�t� tuleb esimene samm teha ilmutatud Euleri skeemiga�

Miks seda skeemi �konnah�uppamiseks� �leapfrog� kutsutakse� on n�aha Joon� 
 alumiselt

poolelt� Samuti on n�aha� et tegelikult moodustub antud skeemi korral kaks ligikaudu

r�o�obitist kuid �uldiselt s�oltumatut trajektoori� Et need ei hajuks aja kasvades �uksteisest

eemale �nagu juhtub joonisel�� kasutatakse tsentreeritud skeemi alati koos ajalise silu	

misega� T�u�upalgoritm on Roberti ������ �ltreerimisskeem �mida m�oned nimetavad ka

Asselini ����
� skeemiks�� kus valemi ��� j�argi leitud prognoosi ajatasemel ut korrigee	

ritakse naabertasemete v�a�artuste ut��t ja ut��t abil� nii et tulemuseks on keskmistatud

v�a�artus �ut�

�ut � ut � � � ��ut��t � ut��t � 
ut�

Siin on osundatud ka asjaolule� et tegelikult kasutatakse Roberti skeemis korrigeeritud

v�a�artust �ut��t varasemalt ajatasemelt kuid korrigeerimata v�a�artust ut��t hilisemalt

ajatasemelt� Silumisparameetri � v�a�artus on reeglina v�aike� � � ����� Praktikas on

Roberti skeem ennast �oigustanud ja annab reeglina v�aga head stabiliseerivat e�ekti ilma

lahendit s�ustemaatiliselt moonutamata�
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Kui suure �t
ga tohib opereerida� Sellele k�usimusele ammendava vastuse andmine

on terve iseseisev kursus� Rusikareegel aga on antud Courant�Friedrich�Lewi �CFL�

stabiilsuskriteeriumiga� Ajasamm peab olema igal juhul v�aiksem� kui kuluks k�oige suu	

rema kiirusega U liikuval materiaalsel punktil �uhest s�olmest teise j�oudmiseks� s�o� 


v�orgusammuga �x v�ordse vahemaa l�abimiseks�

�t � �x�U �

HIRLAMi Eesti versiooni v�orgusamm on �� km� Kui maksimumkiirus oleks �� m�s

�tuul jugavoolu piirkonnas�� saaksime

�t � 

�s �

Nagu praktika n�aitab� on Euleri ilmutatud skeemi korral tegelik ajasamm� mille korral

integreerimine annab m�oistlikke tulemusi� siiski suurusj�ark v�aiksem ja on umbes � 
 ��

sekundit� Tsentreeritud skeemi on rakendatud mudelis NHAD� ja kogemus on� et �t �

�� 
 �� s on realistlik �ulempiir antud U ja �x korral� mis on umbes � 
 � korda v�aiksem

kui CFL kriteerium lubaks� P�ohjus on selles� et lisaks materiaalsele voolamisele on

atmosf�a�aris ergastatud ka ujulained� mis levivad horisontaalsuundades faasikiirustega

� ��� �siselained� ja � ��� �r�ohulained aluspinnal� m�s� Need suure kiirusega lained ei

lase kasutada ilmutatud skeemides suuremat ajasammu kui �� s�

x�� ILMUTAMATA TSENTREERITUD SKEEM

Ilmutamata tsentreeritud skeemi kutsutakse ka trapetsskeemiks� Miks� see selgub edas	

pidi�

Nagu juba m�argitud� on tsentreeritud skeemi korral tegelik ajasamm umbes � korda

v�aiksem kui CFL teoreetiline piir� P�ohjus on selles� et pikema sammu korral hakkab

eespoolkirjeldatud ilmutatud tsentreeritud skeem genereerima suure amplituudiga mit	

tef�u�usikalisi ujulaineid� Et ajasammu siiski suurendada� on tarvis see lainete generee	

rimine ellimineerida niimoodi� et horisontaalne advektsioon oleks v�oimalikult moonu	

tustevaba� Seda saavutataksegi poolilmutatud skeemi abil�

�



���� Lihtne n�aide

Tegu on v�aga spetsii�lise ja olemuslikult numbriliste integreerimisv�otete arsenali kuu	

luva skeemiga� millel ei ole pidevat analoogi ja mis on v�aga �uldine ja fundamentaalne

diskreetsete skeemide stabiliseerimise v�ote� Seda demonstreerib j�argmine lihne n�aide

�p�arit Hannu Savij�arvi Numbrilise Meteoroloogia konspektist��

Vaatleme lihtsaimat v�onkes�usteemi� mis kirjeldub v�orrandiga

�f

�t
� i�f � ���

kus f�t� on otsitav protsessi amplituud� Selle lahend on

f�t� � ei�t �

Vaatame n�u�ud �j�argides s�ona
s�onalt Savij�arve esitust� ilmutatud tsentreeritud skeemi�

�tf � i�f �

ehk
f�t� �t�� f�t��t�


�t
� i�f�t� � �
�

Kui otsime siin lahendit pideva juhuga analoogilise eksponendina

f�t� � ei�et � ei�en�t � �n � ���

kus

� � ei�e�t �

saame � m�a�aramiseks

� � ��� � 
i��t �

mis toob v�orrandile �e jaoks

sin��e�t� � ��t �

See valem annab eeskirja efektiivse v�onkesageduse �e leidmiseks ilmutatud skeemi �im	

plicit leapfrog� puhul� Kehtib �e 	 �� seega antud skeem suurendab v�onkesagedust

v�orreldes t�apse lahendiga� Lisaks kehtib kitsendus ajasammule

��t � � � ���

�



Kui see tingimus rikutakse� siis muutub �e komplekseks� mis toob kaasa lahendi ampli	

tuudi plahvatusliku kasvu� Tegemist on CFL analoogiga ainult ajast s�oltuval mudelil�

Oletades� et f n�aol on tegemist funktsiooni F �x� t� Fourier moodiga lainearvuga k�

F �x� t� � f�t�eikx �

saame sisse tuua selle harmoonilise laine faasikiiruse C seosega

� � Ck �

N�u�ud on tingimus ��� kirjutatav kujul

�t �
�

Ck
�

L

C
� L � ��k �

kus L � veerand lainepikkust� Niisiis� harmoonilistel lainetel t�oepoolest on ilmutatud

skeemi puhul ajasamm piiratud just CFL tingimusega� Et lainete faasikiirused keskkon	

nas v�oivad olla p�aris suured ka ujulainetel �� ��� m�s�� tuleb selliseid laineid sisaldavas

s�usteemis valida ilmutatud skeemi korral ajasamm vajalikult l�uhike�

Ilmutamata ehk trapetsskeem� See saadakse� kui keskmistatakse parem pool ���
s

�rakendatakse trapetsvalemit�� nii et �
� asemel on skeem

f�t� �t�� f�t��t�


�t
� i�

f�t��t� � f�t� �t�



� ���

Standardt�ahistes on trapetsskeem

�tf � i�f
t
�

Selline �pisike� muudatus paremas pooles ongi kogu ilmutamata skeemi spetsii�ka� Kui

otsime taas lahendit kujul ���� saame � jaoks v�orrandi

� � ���

� � ���
� i��t �

mis toob v�orrandile �e jaoks

tan��e�t� � ��t � ���

�



Siin on erinevalt ilmutatud skeemist efektiivne v�onkesagedus alati v�aiksem tegelikust�

�e � �� lisaks puudub igasugune �ulapiir ajasammule �t ja selle v�oib valida kuitahes

suure� Seega� tegu on tingimusteta stabiilse skeemiga �unconditionally stable scheme��

�Araseletatult v�ahendab trapetsskeem omav�onkesagedusi �seda enam� mida suurem on

ajasamm� ja seal� kus on tegemist lainete genereerimise ja leviga� v�ahendab ta ka lainete

levikiirust keskkonnas� Seega stabiilsus saavutatakse lainelevipildi suurte moonutuste

hinnaga�

���� Mitteh�udrostaatiline laines�usteem�

Eelmine n�aide avas olu� aga detailide osas muidugi ei pakkunud midagi� mis kasv�oi

kaugeltki meenutaks ujulainetega seotud protsesse atmosf�a�aris� Vaatan siin veidi liht	

sustatud kuid tegelikkusele vastavat mudelit� Lihtsustus seisneb selles� et vaatan �uhtlase

aluspinna juhtu �ja edaspidi teen veel m�oned lihtsustused� mis puudutavad termilist

strati�katsiooni�� See v�oimaldab piirduda r�ohukoordinaatidega ja oluliselt v�ahendada

formaalsete detailide hulka mudelis� vastavad valemid on kirjas I osas lk� �
� N�u�ud aga�

et korraga uurida ka� kas ja mismoodi mitteh�udrostaatilised e�ektid m�ojutavad diskre	

tiseerimisskeeme� vaatan mitteh�udrostaatiliste liikmetega t�aiendatud p
ruumi mudelit�

Tegu on nn� Miller Pearce�i ������ mudeliga� Vastavad v�orrandid on �tasaparalleelses

atmosf�a�aris horisontaalkoordinaatidega x � fx� yg�

dw

dt
� g

�
� �

p

RT

�


�p

�
� ��a�

dv

dt
� �r
� fk� v � F ��b�

dT

dt
�

RT

Cp

�

p
� FT � ��c�

r � v �
��

�p
� � � ��d�

w

H
� �

�

p
� ��e�

Siin w � �z on tavaline vertikaalkiirus� Viimane v�orrand ��e� on l�ahendvalem� mis seob

selle p
ruumi tavakiirusega �� See ja lisaks esimene v�orrand ��a� on need v�orrandid�

mis on muutunud HS mudeliga v�orreldes� ��a� on t�apne vertikaalse liikumise v�orrand

�



p	koordinaatides esitatuna ja l�aheb l�opmata v�aikeste vertikaalkiirenduste tingimustes

�ule tavap�araseks HS tasakaalu v�orrandiks

� �
p

RT

�


�p
� � �

HS mudelist on �ule v�oetud kokkusurumatustingmus �anelastsustingimus� ��d�� mis on

NH mudeli korral l�ahend� aga see l�ahend on piisavalt hea kogu mesoskaalapiirkonnas

liikumise korisontaalmastaapidega Lx 	 ��� m� r�a�akimata s�unoptilisest piirkonnast�

kus ta �uhtib t�aielikult tavalise p
ruumi HS mudeliga� Anelastsustingimus ellimineerib

ka NH mudelis h�a�alelained�

Ujulainete formeerumisel on kaasategev vaid osa s�usteemist� selles protsessis l�o�ovad

kaasa peaasjalikult horisontaaldivergents

d � r � v �

temperatuur� geopotentsiaal ja d
ga anelastsustingimuse ��d� kaudu j�aigalt seotud ver	

tikaalkiirus �� Samal ajal horisontaalne p�o�oris �vt� I osa� lk� ��

� �
�v

�x
�
�u

�y
�

mis on �uheselt seotud horisontaalse voolamise kokkusurumatu �mittedivergentse� kom	

ponendiga� esimeses l�ahenduses ei osale ujulainete formeerumisel� Seet�ottu on uju	

lainetega seotud alas�usteem v�orrandeis ��� kergesti v�alja eraldatav ilma et seejuures

oleks tarvis teha spetsiaalseid lihtsustusi� Eraldame k�oigepealt v�alja advektiivsed liik	

med ���	s �st� l�aheme ajaliselt Lagrange�i esituselt Euleri esitusele��

�w

�t
� �aw � g

�
� �

p

RT

�


�p

�
�

�v

�t
� �a�v��r
� fk� v � F

�T

�t
� �v � rT � Ti

�

p
� FT �

kus advektsioonioperaator on

�a�F � � �v � rF � �
�F

�p
�

�



ja nn� stabiilsustemperatuur �R�o�omu omavoliline termin� on

Ti �
R

Cp
T � p

�T

�p

N�u�ud rakendan teisele v�orrandile horisontaalset divergentsioperaatorit� Siis saan 
 peale

w ellimineerimist esimesest v�orrandist ��e� abil ning d asendamist � kaudu seosest ��d�


 j�argmise ujulaineid kirjeldava alas�usteemi

�

�t

H�

p
� Rw � g

�
� �

p

RT

�


�p

�
� �
a�

�

�t

��

�p
� Rd �r�
 �
b�

�T

�t
� RT � Ti

�

p
� �
c�

Olen sisse toodud uni�tseeritud t�ahised suurustele� mis on kas mittelineaarsed v�oi sisal	

davad v�aikesi liikmeid v�oi�ja v�alisj�oude

Rw � ��a�w� � Rd � �r � ��av � fk� v � F� � RT � �v � rT � FT �

K�oige olulisemaks kvaliteediks neil R
liikmetel on� et nad vahetult ei osale laineprot	

sessis� vaid on esimeses l�ahenduses analoogilised etteantud v�alisj�oududega� mis k�ull

p�ohjustavad lainete teket� aga ise kaasa ei v�ongu� Kui vaadelda R
liikmeid selles kon	

tekstis� siis on �
� n�aol tegemist mittehomogeense v�onkes�usteemiga� kus v�onkumisi kut	

suvad esile R
liikmed�

Olgu �oeldud� et selles mudelis on t�aielikust kirjeldusest puudu vaid �uks v�orrand 


p�o�orisev�orrand �
le� mille tuletamine ��b�
st on analoogiline d
v�orrandi tuletamisega�

Kuna aga �� nagu �oeldud� laineprotsessis ei osale� siis me seda v�orrandit ei vaja� Aga

siiki on huvipakkuv t�ahele panna� et t�aielik d�unaamika koosneb kahest interakteeru	

vast alas�usteemist 
 horisontaalse liikumise alls�usteemist �kirjeldub � v�orrandiga� ja

laines�usteemist� mis kirjeldub v�orranditega �
��

Olgu ka m�argitud� et kuigi ma k�onelen �
�
st kui ujulaineid kirjeldavast alls�usteemist�

on tegu siiski palju �uldisema mudeliga� mis haarab ka kogu nn� �puhta� konvektsiooni

�



�tugev vertikaalne tsirkulatsioon� kus puudub t�aielikult mittedivergentne horisontaalne

voolamine ja kogu horisontaalne vooluv�ali on gradientvoolamine��

Siiani on v�aide� et �
� on olemuselt v�onkes�usteem� s�o� 
 laineid kirjeldav 
 vaid

deklaratiivne olnud� Et seda ka tegelikult demonstreerida� teisendan teda veel� Sel	

leks rakendan �
b�
le tuletist ���p ning ellimineerin paremalt �
��p v�orrandi �
a�

abil� Peale m�oningast liikmete �umbergrupeerimist on tulemuseks v�orrand�
��

�p�
�r�H

�

p�

�
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�t
�
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p
r�T � R� � ���

kus

R� �
�Rd

�p
�r�

�
HRw

p
�
H�

p�
�H

�t

�
�

Olen siin viinud ajatuletist �H��t sisaldava liikme allikasse� kuna tegu on mitte	

lineaarse h�airitusliikmega� mis k�oikide tunnuste j�argi kuulub v�onkeid esile kutsu	

vate m�ojurite hulka� kuid mis ise vahetult v�onkeprotsessis ei osale� V�orrandi ���

t�aiendamine temperatuuriv�orrandiga �
c� annab kahest v�orrandist koosneva �mitteli	

neaarse� v�onkes�usteemi� milles osalevad kaks v�alja� � ja T �

T�ahelepanuv�a�arne on� et mudel �
c� 
 ��� sisaldab eneses �horisontaalselt� pikalainelisel

piiril HS mudeli erijuhu� Selle saab� kui lasta ��� vasemal teine liige ja R� viimane liige

nulli minna� millele vastab formaalselt piirprotsess H�r� � ��

��

�p�
��

�t
�
R

p
r�T � R� � ����

kus

R� �
�Rd

�p
�r�

�
HRw

p

�
�

Temperatuuriv�orrand �
c� ei muutu HS piirkonda �uleminekul �uldse�

���� Ujulainete modelleerimine

Eelmise punkti v�orranditel �
c� 
 ��� rajanev v�onkes�usteem on t�apne ja teda saab 


p�arast t�aiendamist � v�orrandiga ja vajalike abiseostega 
 rakendada atmosf�a�arid�unaa	

mika modelleerimisel ja ka ilmaennustuses� iseasi muidugi� kui sobiv ta on selleks

tehniliselt �p koordinaadid ei ole head� kui on eba�uhtlane aluspind� � muud v�oimalikud

��



probleemid�� Kuid �uheks on see mudel k�ull v�aga sobiv� ujulainete vaatlemiseks ja eri	

nevate ajaliste difskeemide v�ordlemiseks�

Ujulaineid genereerivad �a� allikadRT jaR�� �b� orograa�a� K�oige lihtsamad �puhtad�

lained saame� kui loeme �uhtlase aluspinna kohal �seega orograa�a e�ekt on v�alistatud�

allikad nulliks �seega on v�alistatud ka j�atkuv lainete genereerimine� ja l�ahendame �
c�
s

Ti
d ja ���
s H konstantidega� Vastav l�ahendmudel on

�T

�t
� Ti

�

p
� ��a�

�
��

�p�
�r�H

�

p�

�
��

�t
�
R

p
r�T � � � ��b�

Mida selline lihtsustatud mudel kirjeldab� Ta kirjeldab vabu laineid �uhtlase aluspinna

kohal� See vastab mudelsituatsioonile� kus allikad genereerisid laineid ja siis mingist het	

kest alates kadusid �ara� Liikumine� mis sellest hetkest peale j�arele j�a�ab� on v�orranditega

��� kirjelduvate vabade lainete superpositsioon�

Vabad lained pideval juhul� Lihtsaim vaba ujulaine on harmooniline laine mille kuju

on

T � T��p�ei��t�kx� � � � ���p�ei��t�kx�

Pannes need funktsioonid v�orrandeisse ���� saame

i�T� � Ti
��
p

�

i�

�
��

�p�
�
k�H�

p�

�
�� �

k�R

p
T� � � �

Kui siit ellimineerida T��p�� saame v�orrandi ���p�
le

����
�p�

�

�
k�C�

i

��
� k�H�

�
��
p�

� � �

Siin on C�
i � RTi� Ci � ��� m�s on ujulainete levimise faasikiirus� Elementaarlahend

esitub valemiga

�� � ap����� �

amplituud a on suvaline konstant ning 
 m�a�aramiseks saame dispersiooniv�orrandi


� � ��� � k�
�
C�
i

��
�H�

�
� � �

��



On kasulik lahendada see v�onkesageduse � suhtes�

�� �
C�
i k

�

���� 
� � k�H�
�
�

see annab v�onkesageduse dimensioonitu vertikaalse lainearvu 
 ja dimensioonitu ho	

risontaalse lainearvu kH funktsioonina� HS piiri saame� kui loeme siin kH � ��

Vaatan n�u�ud v�orrandite ��� diskreetset analoogi �ruumikoordinaatide j�argi diskretisee	

rimist ei ole� k�ull aga ajas� ja rakendan trapetsskeemi� S�usteem ��� saab olema

�tT � Ti
�t

p
� ��a�

�
��

�p�
�r�H

�

p�

�
�t� �

R

p
r�T

t
� � � ��b�

Siin otsime lahendit analoogiliselt varasemate diskretiseeringutega ja pideva juhu proovi	

lahenditega kujul

T � T��p�ei��en�t�kx� � � � ���p�ei��en�t�kx�

See toob v�orranditele T��p�
le ja ���p�
le

� � ���


�t
T� � Ti

��

p

�� � ���� �

� � ���


�t

�
��

�p�
�
k�H�

p�

�
�� �

k�R


p
T��� � ���� � � �

Kui siin ellimineerime T�	i� saame pideva juhuga �usna analoogilise v�orrandi

����
�p�

�

�
k�C�

i

b�
� k�H�

�
��
p�

� � �

kus

b� � �
�

�t�
�� � �

�� � �
�

�
tan �e�t

�t

��
�

Otsime taas lahendit kujul

�� � ap����� �

siis saame dispersioonivalemi

b� � �� �

�




kus � on t�apse �pideva juhu� omav�onkesagedus� mis esitub valemiga �
�� Ilmutatud

kujul annab see dispersioonivalem varasemaga �valem ��� punktis 
��� �uhtiva tulemuse

tan��e�t� � ��t � ���

Vastavalt on kehtivad ka k�oik punktis 
��� formuleeritud tulemused skeemi p�usivuse

kohta�

Kogu keeruline f�u�usika �ja matemaatika�� mille t�oime sisse� et saada adekvaatsemat

pilti ujulainetega seotud protsessidest� taandub dispersioonivalemite keeles asjaolule� et

erinevalt elementaarsest v�onkemudelist� mida vaatlesime p�	is 
���� ei ole siin sagedus

� mitte lihtsalt etteantud konstant� vaid valemiga �
� arvutatav� lainearvudest s�oltuv

suurus�

On p�aris selge ka� et ilmutatud tsentreeritud ajaskeemi kasutamisel saaksime t�apselt

samasuguse kitsenduse ajasammule nagu valemiga ��� p� 
��� antud piirang�

�Usna oluliseks tuleb hinnata ka tulemust� et mudeli h�udrostaatilisus v�oi mitteh�udrostaati	

lisus on �usna teisej�arguline diskreetse skeemi stabiilsuse seisukohast� Ilmutamata skeem

on �uhtmoodi tingimusteta stabiilne nii HS kui NH korral� ainuke� mis veidi muutub� on

� s�oltuvus lainearvudest�

Kommentaare� Trapetsskeemi algus numbrilises ilmaennustuses on Roberts et al��

���
 t�o�os �kui uskuda Hoskins ja Simmonsi������ viitamist�� P�ohjaliku k�asitluse andsid

Hoskins ja Simmons ������ ning Simmons ja Hoskins ������ kelle ideid me oleme siinse

materjali esitamisel laias laastus j�arginud� Detailides on siiski olnud k�ullalt suured

erinevused� mis algavad sellest� et Hoskins ja Simmons kasutavad t�aielikult diskretisee	

ritud mudeleid ja viivad kogu anal�u�usi l�abi numbriliselt�

Nemad on ka uurinud� milliseid halbu e�ekte v�oib p�ohjustada v�orrandites �
�
�
c� ja

�
�
��� tegelike pro�ilide H ja Ti l�ahendamine mingite keskmiste foonisuurustega �mil	

legip�arast nad ei taha analoogilisi v�orrandeid iteratiivselt lahendada t�apsete pro�i	

lideni�� Tulemus on� et kui foon erineb aktuaalsest palju� siis muutub ka ilmuta	

mata skeem ebastabiilseks� P�ohjus on selles� et foonile ja tegelikule pro�ilile vastavad

omasagedused � osutuvad liialt erinevaiks�

��



x�� EULERI POOLILMUTATUD SKEEM HIRLAMis

�Siin �Euler� r�ohutab mitte ajalise diskretiseerimise vaid ruumilise esituse laadi �

Allj�argnevas on kirjeldatud poolilmutatud tsentreeritud ajaskeemi� mis on kasutusel

h�udrostaatilises HIRLAMis� Termin �poolimutatud� t�ahendab seda� et osa liikmeid

tendentsiavaldistes arvutatakse ilmutatud tsentreeritud �Leapfrog� skeemi kohaselt� osa

aga ilmutamata �trapetsskeemi� j�argides�

P�ohim�otteliselt on tegu sellesama skeemiga� mida vaatlesime x

s� kuid mida siin

lahkame kogu nende �mittelineaarses ilus�� Kui eelmises x
s ma teisendasin v�orrandeid�

et maksimaalselt v�alja tuua laines�usteemi� siis HIRLAM	is katsutakse poolilmutatud

skeem ehitada ilmutatud tsentreeritud skeemi laiendusena� nii et esilagse ilmutatud

skeemi v�orrandite struktuur maksimaalselt s�ailuks�

���� L�ahtev�orrandid

Poolilmutatud skeemile �ulemineku olemuseks on ujulainete formeerumisel osalevate

j�oudude keskmistamine� See puudutab liikumisv�orrandeid v
le T
le ja ka aluspinna

r�ohule ps �eelmises x	s ma oskasin asja nii kavalasti esitada� et aluspinna r�ohu v�orrand

j�ai v�alja� siiski osaleb ka ps ujulainete 
 t�apsemalt v�aliste ujulainete 
 formeerumisel ja

tema v�orrand on vajalik��

Esitame vajalikud v�orrandid �vt� I osa� p 
��� lk ��� kujul

�v

�t
� Rv � �Rv � Fv ��a�

�T

�t
� RT � �RT � FT ��b�

� ln ps
�t

� Rln ps � �Rln ps � Fln ps ��c�

kus R on kogu f�u�usikaline tendents� �R on see osa� mis on ujulainete genereerijana allika

rollis ja F on need liikmed� mis vahetult laineprotsessis osalevad�

�Rv � ��f � ��k� v � ��
�v

��
�rE � F � �RT � �v � rT � FT � �Rln ps � � �

��



Fv � r
 � RT ln p � FT � ��
�T

��
�
RT

Cp

�

p
Fln ps � �

�

ps
r �

Z �

�

mvd� �

�Miks HIRLAM skeem eelistab siin ln ps
i ps
le� ma ei tea �

S�usteemi ��� poolilmutatud diferentsanaloog on �kirjutatud eelmise x eeskujudele toe	

tudes�

�tv � �Rt
v �Fv

t
�

�tT � �Rt
T �FT

t
�

�tln ps � �Rt
ln ps �Fln ps

t
�

�uhes�onaga� allikaliikmed v�oetakse ilmutatult ajatasemel t� F
liikmed aga l�ahendatakse

ilmutamata trapetsvalemiga� Siit siis nimi �poolimutatud skeem��

See v�orrandis�usteem on kirjutatav ekvivalentkujul

�tv � Rt
v � �Fv

t
� F t

v� � �
a�

�tT � Rt
T � �FT

t
�F t

T � � �
b�

�tln ps � Rt
ln ps � �Fln ps

t
�F t

ln ps� � �
c�

Siin oleme taastanud tasemel t antud F
liikmete liitmise ja lahutamisega f�u�usikalised

tendentsid Rt t�aies ulatuses� nii nagu nende kuju ja arvutuseeskiri on ilmutatud skeemi

puhul� See	eest on aga detsentreeritud F
liikmetest maha lahutatud samade suuruste

v�a�artused tasemel t� Sellise esituse eeliseks on� et �umarsulgudes olevaid j�oudusid saab

vaadata v�aikeste paranditena� ja nende arvutamisel on seet�ottu lubatud lihtsustused�

��



���� F�liikmete lineariseerimine

Lihtsustused� mis v�orrandite �
� �umarsulgudes olevates liikmetes tehakse� on linearisee	

rimine� need liikmed l�ahendatakse sobilikult valitud keskmise fooniseisundi suhtes li	

neariseeritud avaldistega� Keskmiseks fooniks on HIRLAMi puhul isotermiline� ilma

veeauruta� �uhtlase aluspinnaga ja �uhtlase keskmise pinnar�ohuga staatilises tasakaalus

olev atmosf�a�ar

T � Tr � ���K � ps � pr � �����Pa R � Rd � Cp � Cpd �

Nii valitud ps vastab pinnar�ohule umbes 
 km k�orgusel platool�

Esimese v�orrandi F 	liikme

�Fv
t
�F t

v� � r

t
�r
t � RTr ln p

t
� RT tr ln p

t

lineariseerimine k�aib nii� et T l�ahendatakse Tr
ga� gaaskonstant R kuiva �ohu omaga Rd

ja r�ohulogaritm l�ahendatakse vastava avaldisega puhta �
koordinaatesituse puhul�

ln p � ln��ps� �

See v�oimaldab kirjutada

�Fv
t
� F t

v� � r

�
�



�ttP

�
�

kus

P � 
 � RdTr ln ps �

ja

�ttX � Xt��t � Xt��t � 
Xt �

Kui kasutada diskretiseeritud esitust 

le� ja j�atta sellest v�alja aluspinda kirjeldav

p�usikomponent 
s �mis �tt rakendamisel kaob�� saame abisuuruse P esitada

P � ��T � RdTr ln ps �

kus

���T �k � 
rkRdTk � Rd

NlevX
j�k��

��ln p�jTj �

��



Siin on l�ahtutud II osa p� 
�� valemeist� kus on j�alle pandud toime lineariseerimine�

lugedes k�oik suurused �
k� R� �pk� peale temperatuuri Tk keskmisele foonile vastavaks�

V�orrandi �
b� �umarsulgudes olevat FT 
d l�ahendatakse niimoodi

FT � ��
�T

��
�
RT

Cp

�

p
� �

RdTr
Cpd

�

p
�

�Mina ei viskaks siin vertikaalse temperatuurigradiendiga liiget �ara kuna see on l�ahend�

mis k�oige rohkem m�ojutab ujulainete faasikiirust� Aga juba Hoskins ja Simmons ������

m�argivad� et soe isotermiline foon annab parema stabiliseerimise� 

Kasutades ��p
le diskreetset esitust II osa lk� ��	lt�

�
�

p

�
k

� �
� ln pk

�pk

k��X
k���

r � ��pk�vk���

k

�pk
r � ��pkvk� � vk � r ln pk �

� �
� ln prk

�prk

k��X
k���

�prk�dk� � 
rkdk

kus

d � r � v �

saame �
b� �umarsulgudes oleva osa l�ahendada avaldisega

FT
t
� F t

T � ��

�
�



�ttd

�
�

kus

���d�k �
RdTr
Cpd

�
� ln prk

�prk

k��X
k���

�prk�dk� � 
rkdk

�

L�opuks� viimase v�orrandi �
c� �umarsulgudes l�ahendan liiget Fln ps j�argnevalt�

Fln ps � �
�

ps
r �

Z �

�

mvd� � �
�

pr
r �

Z �

�

mrvd� � �
�

pr

Z �

�

d �mr d�

mis diskretiseeritult annab

Fln ps � �
�

pr

NlevX
k��

�prk dk � ���d �

��



See v�oimaldab �
c� parandusliikme kirjutada

Fln ps

t
� F t

ln ps � ��
�



�td �

Niisiis� peale l�ahendamist on v�orrandid �
� kujul

�tv � Rt
v �r

�



�ttP � ��a�

�tT � Rt
T � ��

�



�ttd � ��b�

�tln ps � Rt
ln ps � ��

�



�ttd � ��c�

kus

�ttX � Xt��t � Xt��t � 
Xt � P � ��T � RdTr ln ps �

���T �k � 
rkRdTk � Rd

NlevX
j�k��

��ln p�jTj �

���d�k �
RdTr
Cpd

�
� ln prk

�prk

k��X
k���

�prk�dk� � 
rkdk

�
�

��d �
�

pr

NlevX
k��

�prk dk �

���� Poolilmutatud s�usteemi lahendamine

Pideval juhul k�aiks s�usteemi ��� lahendamine j�argmise standardskeemiga� ��a�
le rak	

endaksime div operatsiooni ja diferentseeriksime teda lisaks veel �uks kord ajas� Paremal

tekkiva ajatuletise �tP ellimineeriksime ��b� ja ��c� abil� Tulemuseks oleks v�orrand

d
le� kui see oleks lahendatud� siis teised suurused tuleks v�orrandiest ��� ka kohe

k�atte� Diskreetsel juhul on lahendusk�aik analoogiline� aga siin on ka omad nipid� K�oige

olulisem on� et �onnestub v�altida ��a� ajalist diferentseerimist �mis viiks kahe ajatase	

mega skeemilt �	tasemelisele ja teeks asja �oige keeruliseks��

Kirjutame algatuseks v�orrandid ��� lahti�

vt��t � vt��t
e ��tr��ttP ��e

ttP � �

��



T t��t � T t��t
e ��t���ttd

ln pt��t
s � �ln pt��t

s �e ��t���ttd �

kus alaindeksiga e on t�ahistatud vastavate suuruste ilmutatud �explicit� prognoosid�

vt��t
e � vt��t � 
�tRt

v ��tr�e
ttP �

T t��t
e � T t��t � 
�tRt

T �

�ln pt��t
s �e � �ln pt��t

s � � 
�tRt
ln ps �

Kui T ja ln ps v�orrandeis on t�oesti varasem asi lihtsalt teisel kujul �umber kirjutatud�

siis v v�orrandis on tehtud t�aiendavaid �umbergrupeerimisi uue suuruse �e
ttP abil� mis

on de�neeritud nii�

�e
ttP � P t��t

e � P t��t � 
P t

Sellest de�nitsioonist tulenevalt saab v v�orrandi tuua kujule

vt��t � vt��t
e ��tr�P t��t � P t��t

e � �

Siin P t��t
e on P ilmutatud prognoos� P avaldisele ajalist tsentreeritud diferentsimist

rakendades on kerge saada valem

P t��t � P t��t
e � ��t �G�ttd � ���

kus maatriksoperaator �G on

�G � ���� � RdTr�� �

On tegelikult v�oimalik esitada ilmutatult ka P t��t
e avaldis� aga seda ei l�ahe vaja� Pannes

�!� v v�orrandisse� saame l�opliku valemi kiiruse prognoosimiseks�

vt��t � vt��t
e � ��t�� �Gr�ttd � ��a�

Lisame siia ka teised kaks v�orrandit�

T t��t � T t��t
e ��t���ttd ��b�

��



ln pt��t
s � �ln pt��t

s �e ��t���ttd � ��c�

See prognoosis�usteem sisaldab aga �seni veel tundmatut� suurust �ttd�

��	� Helmholtzi v�orrand divergentsile

Suuruse �ttd m�a�aramiseks rakendame v�orrandile ��a� divergentsi�

dt��t � dt��t
e � ��t�� �Gr��ttd �

kus

dt��t
e � r � vt��t

e �

See v�orrand on esitatav kujul

X � ��t�� �Gr�X � Xe ���

kus

X � �ttd � Xe � �e
ttd � dt��t

e � dt��t � 
dt �

Saadud v�orrand on Helmholtzi v�orrand X
le� See v�orrand tuleb igal ajasammul la	

hendada ja seej�arel leida v�orrandeist ��� l�oplikud prognoosiv�a�artused vt��t� T t��t ja

ln pt��t
s �

V�orrandi ��� lahendamine on �usna standardne� ja on kirjeldatud Manualis�


�


